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1. 1. Divers

Exercice 1

Un triangle ABC est isocele. Les mesures en centimeétres des cotés sont AB = AC = 10 et BC = 12.
Soit M un point de [AB] tel que AM = x. Par M on mene la paralléle a (BC) qui coupe [AC] en N.

a. Déterminez x pour que le triangle AMN et le trapeze BMNC aient le méme périmétre.

b. Déterminez x pour que les aires du triangle AMN et du trapeze BMNC soient égales.

Exercice 2

Si on augmente la vitesse d'un train de 10 km/h , on gagne 40 minutes sur le trajet effectué par ce train. Si

on diminue la vitesse de 10 km/h, on perd une heure sur le méme trajet. Quelle est la longueur du trajet ¢

Exercice 3

On dispose d'une feuille de carton de 80 cm de long sur 50 cm de large avec laquelle on veut fabriquer une
boite ayant la forme d'un parallélépipede rectangle. Pour cela on découpe 4 carrés égaux aux quatre coins de
la feuille puis on plie le carton suivant les segment [AB] , [BC], [CD] et [DA]. On appelle x la mesure en

cm du c6té de chaque carré découpé.

a. Précisez entre quelles valeurs peut varier ¥ pour que la boite soit réalisable. On obtiendra un intervalle I.

b. Déterminez le volume V(x) en cm3 de la boite obtenue en fonction de x. c. Etudiez les variations de V et

en déduire la valeur de x pour laquelle V est maximal. Quelles sont les dimensions de la boite obtenue ¢

Exercice 4
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On considere la figure (F) formée d'un rectangle ABCD et de quatre demi-disques extérieurs a ce rectangle
et de diametres respectifs AB, BC, CD et DA. On suppose que le rectangle a pour périmetre 200 cm. On
appelle x la mesure, en cm, du co6té AB.

1. Préciser entre quelles valeurs doit se trouver x pour que cette figure soit réalisable.
2. Déterminer l'aire de cette figure, notée S(x).

3. Pour quelle valeur de x cette aire est-elle minimale ¢ Quelle est alors la valeur de cette aire et la nature du
rectangle ¢

o (&
A B
Exercice 5
1
O 1 21
On veut
construire une

rampe pour handicapés permettant de descendre une marche de hauteur 1 ; trouver une courbe permettant
le tracé de la rampe de sorte qu’il n’y ait pas de point anguleux et que la pente maximale de la rampe soit
de 10% ; on cherche 'emprise au sol de la rampe (la longueur 2/).

1. On choisit la fonction f représentant la rampe sous la forme f(x)=ax’+bx’ +cx+d dans le repere

indiqué sur la figure.

f0)=1,1'0)=0

Justifier que les conditions sur f sont alors < f(2/) =0, f'(2/)=0
f()=1/2,]f () <0,1

Déduisez-en les coefficients a, b, ¢ et 4 en fonction de /. Appliquez la derniere condition pour donner une
valeur minimale de /. Quelle est alors I'emprise minimale ¢

2. On choisit une fonction de la forme f(x) =acos(bx +c). Refaire le méme travail.

3. Conclure.

1. 2. Limites (c)

Déterminer les limites suivantes :
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a. limx—_4 b. lim x4 c. lim v9x2+3 -3x, d. lim —2811’1(96)—1.

xo11-x2" xoro ] —x2’ X =00 LT bx-TT
x>1 ﬁ6

e. Sachant que 0<f(x)-1<|2sin3x|sur I'intervalle ] 1 ; 10[ déterminer lirrllrf(x).

X >—

3
Correction
. -4 ) ) ) _
a. lim =+ car lim(x-4)=-3 et lim(1-x2)=0";
x-11—x2 x-1 x-1
x>1 x>1 x>1
. x—4 . X . 1 _
b. lim = lim —=lim —=0".
X — +oo - X X -+ —X X —+oo —X

(x/9x2+3—8x)(\/9x2+8+8x)_ . 9x2+3—9y2

c. lim +/9x2+3-3x = lim = lim
Xt Xt (Vox2+3+3x) s+ (9x7+3 +3y)

= liméz()ﬁ

X“+°°(\/m+3x)

1 . 1
sinx—— sinx——
d. lim 250071y, 2 2 = L 2
PR hg UL P
6 6
. 1 T TT.
sinx= f0-f()  fw-f) o .
On pose f(x) = sinx, on a = et lim =f'(=) car fest dérivable en —.
T T s T 6 6
x== x== e X——
6 6 6
£(x) = cosx; | Zsm(x)_l:1f'(’_7)=lxﬁ=£=_l _
m 6x-m 3 6" 3 2 6 23

e. 0<f(x)-1<|2sin3x| : par passage a la limite, qui conserve l'ordre, on a :

lim 0 < IirrllT(f(x)—l)s lirrllT|ZSin3x|,

X ->— X - — X —-—

3 3 3

et d’apres le théoreme des gendarmes, lim (f(x)-1)=0 puisque lim|2sin3x|=0. On conclut donc:
m m

3

iinzrf(x) =1.

3
1. 3. Etudes
Pour chacune des fonctions suivantes :
- Expliciter I’ensemble de définition
- Déterminer le domaine de dérivabilité.
- Calculer la dérivée.
- Déterminer le sens de variation de f.

R - R R-R [-7;7] - R
= x> f(x) = 2x(1-3x2)%’ - fo(x):m’ “ x> f(x)=2cosx—1

x=1
Correction

a. f(x)=2x(1 -3x?2) . fest définie et dérivable sur R comme fonction polyndme.
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£'(x) = 2(1-8x2)% + 2x x3x(~6.x) x(1-8x2)> =2(1-3x2)?(1-3x2-18x2)
=2(1-3x2)(1-21x2) = 2(1-3x22 (1 -/21x) (1 +~/21x)

1 1
" est positive sur [-—— ; ——], donc est croissante. Elle est décroissante ailleurs.
[Testp [ 5 m] fy
\
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|
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\
\
\
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b. f(x)= # . f est une fonction rationnelle définie et dérivable sur R\{1}.
y—

Fi(x) = (2x+3)(x—1)—(x?+3x-6)x1 _ 2x?-2x+3x-3-x?—-3x+6 _ x’~2x+3
(x-1y? (x-1y? (-1

Le numérateur est un polynéme du second degré qui ne s’annule jamais (A<0) et le dénominateur est
positif, donc la dérivée est strictement positive et la fonction f strictement croissante sur R\{1}.

|
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c. f(x)=~2cosx—1.1l faut étudier le signe de 2 cos x — 1.

2cosx—120 < 2cosx=21 < cosxzé = (xz—g+2/eﬂ)et(xﬁg+2/eﬂ).
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1/
T
\\

f est donc définie sur [—g;

z
3

} dérivable sur }—E; E[
3°3

1

f(x)=+2cosx—1=(2cosx—1)2

1

—sinx

! —ix— 1 — _5:
f(x)—2 (=2sinx)(2cosx —1) N

Pour x O ]—77/3; 0], la dérivée est positive (sin x est négatif) donc f est croissante, et pour x O [0; 77/3], f
est décroissante.

1. 4. QCM, Pondicherry 2006 (c)
4 points

Dix affirmations, réparties en trois themes et numérotées de l.a. a 3.d. sont proposées ci-dessous. Le
candidat portera sur sa copie en regard du numéro de l'affirmation, et avec le plus grand soin, la mention
VRAI ou FAUX.Chaque réponse convenable rapporte 0,4 points. Chaque réponse erronée enléve 0,1 point.
Il n’est pas tenu compte de 'absence de réponse. Un éventuel total négatif est ramené a 0.

1. Pour tout réel x, ¢* désigne I'image de x par la fonction exponentielle.

. . b ab
Affirmation 1. a. Pour tous les réelsa et b : (eﬂ ) = e( )

-b

a
. . , e
Affirmation 1. b. Pour tous lesréelsaet b : ¢ = - -
e

, . La droite d’équation y=x+1 est la tangente & la courbe représentative de la
Affirmation 1. c. ) ) ) , )
fonction exponentielle en son point d’abscisse 1.

2. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et soit 4 un élément de I.

Affirmation 2. a. Sifest dérivable en a, alors f est continue en 4.
Affirmation 2. b. Sifest continue en 4, alors f est dérivable en 4.
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admet une limite finie en

fla+h)-f(a)
h

Si f est dérivable en 4, alors la fonction />

0.

Affirmation 2. c.

3. On considere deux suites (u, ) et (v, ) définies sur N.

Affirmation 3. a. Si limu, =+ et limv, = alors lim(u, +v, )=0.
Affirmation 3. b Si (u, ) converge vers un réel non nul et si limv, =+, alors la suite (u,*v, ) ne
converge pas.
Si (u, ) converge vers un réel non nul, si (v, ) est positive et si limv, =0, alors la
Affirmation 3. c. ] u,
suite | — | ne converge pas.
Vﬂ
. . . . u,
Affirmation 3. d. Si (u,) et (v,) convergent, alors la suite | =~ | converge.
vﬂ
Correction
Affirmation 1 - PRI () B
lrmation 1. a. Faux : contre-exemple : sia = 2 et b = 3 alors (e ) =e Ze '=e.
Affirmation 1. b. Vrai : revoir le cours.
Affirmation 1. c. Faux : recalculez I'équation de la tangente : y =ex .

2. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert / et soit 4 un élément de [.

Affirmation 2. a. Vrai : sinon il n'y aurait pas cette définition de la dérivée...
Affirmation 2. b. Faux : contre exemple |x|.
Affirmation 2. c. Vrai : c’est du cours...

3. On considere deux suites (u, ) et (v, ) définies sur N.

Affirmation 3. a. Faux : ¢a peut faire n’importe quoi. ..

Vrai : Par exemple, #,=#n+1 et v,=-#n alors on a bien limu, =+w et

Affirmation 3. b. limv, =0 mais lim (u, +v,)=120.

Affirmation 3. c. Vrai : la suite diverge vers l'infini en général.

In n 1 . .
Faux : par exemple, u, =—— et v, =— alors on a bien (u,) et (v,) qui
n n

u

£ ] diverge.

.
convergent mais —- =In # et donc
v

n V}’I

Affirmation 3. d. [

1.5.Qem 1 (¢)

Dans chacun des énoncés suivants, cinq affirmations sont proposées. Pour chacune d’elles, répondre par
VRAI ou FAUX. On ne demande pas de justifications. Les réponses inexactes seront pénalisées.

A. Pour toute fonction f continue sur [0 ; 1], & valeurs dans R, on a:
1.S1 f(0)=-1et f(1)=1 alors il existe un unique x0O[0; 1], tel que f(x)=0.
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2. Sif est strictement croissante sur [0 ; 1], alors pour tout y D[f(O) ; f(l)] il existe un unique xO[0; 1] tel
que y =f(x).

3.51 f(0)=0 et f(1)=1 alors pour tout xO[0; 1], f(x)=x.

4. Sifest dérivable sur [0 ; 1], f(0)=0 et f(1) =1, alors pour tout x0O[0; 1], f'(x)=0.

5.5 f(0)=-1et f(1)=2 alorsil existe a O[0; 1] tel que f(a)=a .

B. Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur R. On note C la courbe représentative de f dans un
repere orthonormal. Soit T, la droite d’équation y =2—x et T, celle d’équation y =2x+1. T, est tangente

a C au point d’abscisse x =—1 et T, est tangente & C au point d’abscisse x = 1. Alors :
1. f(-1)=1.

2. f est une fonction paire.

3. llexiste a O[—1; 1] tel que f'(a)=0.

4. Il existe b > 0 tel que f soit strictement croissante sur J[1—4 ; 1+ 4 [.

5. llexistec O [—1; 1] tel que f admette un minimum local en c.

Correction

A. 1.Faux: si f(0)=-1 et f(1)=1, on est sir que f s’annule,

mais rien ne dit qu’elle s’annule une seule fois. .. y=2

2.Vrai: si on prend n’'importe quelle valeur dans l'ensemble y=x
d’arrivée, comme f est monotone, il y aura un unique x /
correspondant (dont y est I'image par f).

3. Faux : ce serait un cas particulier... =1

4. Faux : rien ne dit que f ne peut étre décroissante... J

5. Vrai: lorsque x varie entre 0 et 1, f(x) varie entre —1 et 2,

donc elle prend entre autres toutes les valeurs entre O et 1;ily a y=-1

donc forcément une valeur de x pour laquelle f(x) =x (voir
schéma).

B.T,:y=2-xetT,: y=2x+1.T, tangenteaCen x=-1 et T, tangentea C enx = 1.
1. Faux :sionfaity = —1dans T,onay =3 etnony = 1sionavait f(-1)=1.

2. Faux : bof...

3. Vrai : comme f change de signe entre —1 (en —1 f(=1)=—1, coeff. directeur de T;) et 1 (en 1, (1)=2,
coeff. dir. de T,), elle s’annule quelque part.

4. Vrai : dans la mesure otr le coefficient directeur de T, est 2 et donc positif, aux alentours de 1 f sera
strictement croissante sinon f ne serait pas dérivable en cet endroit (retour a la définition du nombre
dérivé).

5. Vrai : toujours avec ces signes: f <0 en —1 et > 0en 1 donc entre —1 et 1 f va changer de sens de
variation et on aura certainement un minimum quelque part (décroissante puis croissante).

1. 6. Qcm 2, Liban 2005

4 points

Pour chacune des huit affirmations (entre guillemets) ci-dessous, préciser si elle est vraie ou fausse.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la mention « vrai » ou « faux ».

Une réponse correcte rapporte 0,5 point, une réponse incorrecte enléve 0,25 point, I'absence de réponse ne rapporte ni
n’enléeve de points. Un éventuel total négatif sera ramené a zéro.
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1. « Sia est un nombre réel quelconque et f une fonction définie et strictement décroissante sur [a ; +o [,

alors lim f(x) =~ ».

2. Soient f et g deux fonctions définies sur [0 ; +o [, g ne s’annulant pas :

«Si lim f(x)=-c0 etsi lim g(x)=+co alors lim %=—1 ».
X — +oo X — +oo x_,+oogx

3. « Sif est une fonction définie sur [0 ; +oo [ telle que 0 <f(x)<+x sur [0; +eo [alors lim f(x)=0 ».

¥ 40
4. On considere un repere (O;7, ) du plan.

«Si f est une fonction définie sur R* alors la droite d’équation x =0 est asymptote a la courbe
représentative de f dans le repere (O ; 1, ) ».

5. « La fonction f définie sur R par f(x)=(x? +3x+1)e* est une solution sur R de I'équation différentielle
y'=y =(2x+38)e” ».

6. Soient A, B, C trois points du plan. On appelle / le barycentre des points A et B affectés respectivement
des coefficients 3 et —2.

« Si G est le barycentre des points A, B et C affectés respectivement des coefficients 3,—2 et 1 alors G est le
milieu du segment [CI] ».

7. Soient A, B, C trois points du plan et G le barycentre de A, B et C affectés respectivement des
coefficients 3, —2 et 1.

« ’ensemble des points A du plan tels que ||3m—2m+ﬁé||:1 est le cercle de centre G et de

rayon 1 ».

8. Soient A et B deux points distincts du plan. On désigne par /] un point quelconque du plan.
« Le produit scalaire AMA.MB est nul si et seulement si /M = A ou M = B ».

1. 7. Qcm 3, France rempl. 2005
5 points

Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Le candidat indiquera sur la copie le
numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie.

Chagque réponse exacte rapporte 1 point, chaque réponse fausse enléeve 0,5 point. Une absence de réponse est comptée
0 point. Si le total est négatif, la note est ramenée a zéro.Aucune justification n'est demandée.

1. Soit z le nombre complexe de module ~/2 et d’argument g On a alors :

Az =-128/3-128i . C: 2" =-64+64i/3 .
B: 2 =64-64i. D: 2 =-128+128i/3.

2. On considere, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal, le point S d’affixe 3 et le point T
d’affixe 4i. Soit (E) I'ensemble des points M d’affixe z tels que |z =3|=|3-4i].

A : (E) est la médiatrice du segment [ST].

B : (E) est la droite (ST) ;

C: (E) est le cercle de centre Q d’affixe 3 — 4i, et de rayon 3 ;

D : (E) est le cercle de centre S et de rayon 5.

3. On consideére un hexagone régulier ABCDEF, dont les c6tés sont de longueur 1. Le produit scalaire

ACCE est égal a:

A:+3. B:-3. C:-/3. D:—%.
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2 _
4. Une fonction g est définie sur I'intervalle ] = ; 0] par g(x) :x—32x ; soit [ sa courbe représentative
N —
dans un repere du plan.
A: T admet une asymptote d’équation y =—1.
B: I' n’admet pas d’asymptote.
C: I' admet une asymptote d’équation y = x.

D: ' admet une asymptote d’équation y = 1.

X2
5. Soit la fonction f définie sur R par f(x) =j‘ ¢' dt. La fonction f”, dérivée seconde de la fonction f sur
0
R, est définie par :
x 2 2
A f'(x)= j' e dr. C: f'(x)=-2x" |

0
B: f(x)=J-0xe_xzdx. D: f"(x)=e_"2.

1. 8. Qcm 4 (octobre 2012) (c)

Chaque question comporte 5 réponses, chacune vraie ou fausse.

Chaque bonne réponse rapporte 1 point, chaque réponse fausse enléve 0,5 point, pas de réponse : 0 point.

Répondre simplement en mettant V ou F sur votre copie pour chaque question. Aucune justification n’est
demandée.

! Question 1

i Soit f une fonction définie et
! dérivable sur [-4; +oo [ dont
1 . .

; la représentation graphique
! est donnée ci-contre.

]

On précise que pour tout
1 4 6 xO[=4; +o], f(x)=0 et
que la courbe de f ne passe
pas en dessous de 'axe (Ox).

a. L'équation f(x)=x
admet au moins trois
solutions sur
4 +a.

b. La courbe de f a au plus deux tangentes paralleles a (y = x).

c. Lorsque f(x)<x,ona f'(x)s1.
d. Pour tout a O [0 ; +oo [, I'équation f(x)=a admet au moins une solution dans [~ 4 ; 6].

e. Il existe deux réels a et b tels que a est différent de b et f(a)=f(t).

Question 2 : soit [(x)=x"(1-2x)*, définie sur R. Alors :

a f'(x)=x"(1-2x)(3-8x) b. 0 est un extrémum de f sur R.

c. Pour tout réel x, f(x)< f(%j . d. La courbe de f a exactement deux tangentes
horizontales.
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e. La courbe de f est en dessous de 'axe (Ox) lorsque x<0.

Question 3 : soit h( x ) =y 1 définie sur R —{0} et (H) sa courbe représentative.
x

hx) _

a. lirr11—1 ) b. La courbe (H) est toujours en dessous de la droite
X->1X —

v =x).

c. La courbe (H) ne coupe jamais la droite (x = 0). d. la fonction /(cosx) a pour dérivée

. 1
—sinx| cosx — .
cosx

e. La fonction cos(4(x)) a pour dérivée [1+1Jsin[x—l)

x? X

Question 4
X% =2
X% -1

Soit la fonction définie par f( x ) et (C) sa courbe représentative.

a. Le signe de f' est celui de x® —x+1.

b. (C) coupe la droite (y = 1) en au moins un point.

c. f est toujours décroissante.

d. Il existe deux points de (C) ot la tangente & (C) est parallele a (y = —x).
e. (C) coupe 'axe horizontal en -1 et 1.

Correction

Question 1

a. Vrai, la courbe de la fonction coupe la droite y=x 3 fois.

b. Faux : Il faut voir si f'(x)=1 quelque part : au moins 3 fois...

c.Faux: f'(x)<1 c’est quand la pente de la tangente est inférieure a celle de y=x et la courbe est sous

y=x:onvoit qu'entre 1 et 1,6 environ ce n’est pas vérifié...

d. Faux : Sia est supérieur au maximum de f, I'équation f(x)=a n’a pas de solution.

e. Vrai : pour tous les 4 entre —4 et 6 on peut trouver au moins un & tel que f(a)=f(#). Il suffit de tracer

la droite y=f(a) et de regarder les intersections avec C.

Question 2 : soit f(x)=x>(1-2x)?

a. Faux : f'(x)=3x%(1-2x)7 +x°(2)(-2)(1-2x) =»?(1-2x)(3-10x).
b. Faux : en 0 f s’annule mais ne change pas de signe.

c. Faux : évident...

d. Faux, elleen a 3 : en x=0, 1/2 et 3/10.

e. Vrai : f est négative lorsque x*<0 = x<0.

2 _
Question 3 : soit h(x)=x—1:x 1,h'(x):1+i2.
X X X
2 _ _
o Vrai : fim ") 2 7L (o)) (D) o
xolx—=1 qux(x—l) x-1 x(x—l) xo1 X

b. Faux: h(x)-x= Ls0ex<0: lorsque x<0 (H) est au-dessus de la droite (y = x).

X

c. Vrai : 0 est une valeur interdite !
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COSX)

d. Faux : [h(cosx)]‘ :(cosx)'xh'(cosx):—sinx[1+12].

X

e. Faux : [cos(h(x))]':h‘(x)(—sin(h(x))):—(1+%)Sin(x—%j_
x? =2x
x2 =1
a. Vrai : f|(x):(2x—2)(x2—1)—(x2_2x)(2x): =2(x2—x+1)

(1) ()

b. Vrai : f(x)=1<:> x2—2x:x2—1© X:%.

Question 4 : f(x)= et (C) sa courbe représentative.

c. Faux : Le signe de

-x+1 est + car son discriminant est <0 donc f est croissante sur chaque intervalle
ot elle est définie.
d. Faux : la dérivée est positive et ne peut jamais valoir —1...

e. Faux : -1 et 1 sont les valeurs interdites de f. C coupe (Ox) en 0 et 2.

1. 9. Polynbémes (c)

2 1 3

On considere les fonctions P (x)=1+x, Pz(x):1+x+%x2 et Pa(x):l+x+%x +=x7.

1. Etudier les variations de ces trois fonctions et préciser leurs positions relatives. Tracer leur courbes
représentatives.
2. On cherche une racine de '’équation P;(x)=0. Montrer que cette équation a une solution r unique.

Donner un encadrement de r & 1072 pres.

P . 2+t
3.0On pose t = —r; montrer que ¢ vérifie la relation t=36
+1

pourrait-on utiliser pour caractériser r ¢ Proposer une méthode de résolution graphique de I'équation
précédente.

- Quelle autre équation que F3(x)=0

Correction
P, est une droite, P, une parabole de sommet (=1, 1/2), P5(x)=1+x +%x2 >0.

On a les représentations immédiatement :
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10 4 ¥

1o 4

La fonction P, est continue monotone strictement croissante de R vers R, elle s'annule donc une seule
fois. A la machine on a P;(-1,60)=-0,0027 et P;(-1,59)=0,0041 donc -1,60<r<-1,59.
1,

3.0nadonc Py(r)=0=PF(-t)=1-r+=1t" -

lt8 =l(6—6t+3t2 - ) ; reprenons
2 6 6

244
6+

t=3 o 61+ =6+37 = 0=6-6:+3" 1.

C’est la méme chose.
2472

On peut donc résoudre 'équation précédente avec —r =3 5
6+r

en remettant —r a la place de 1. II suffit

2472

5 et ladroite y =—r et faire leur intersection.
+r

donc de tracer la courbe f(r)=3

1. 10. TVI et tangentes

On considere les fonctions numériques f et g définies par :
f(x) :é(xz +x+lj et g(x) =2x%+x% -1
x

1. Montrer que pour tout x #0 , les nombres f'(x) et g(x) ont le méme signe.

2. Etudier les variations de g sur R. En déduire que I'équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique
a, avec 0 < a < 1. (On ne cherchera pas a calculer a). Préciser le signe de g suivant les valeurs de .

3. Dresser le tableau des variations de la fonction f . On désigne par (C) la courbe représentative de f dans
un repere orthonormé (unité 3 cm), par I le point de (C) d'abcisse —1 et par ] le point de (C) d'abcisse +1.

a. Vérifier que la droite (I]) est tangente en ] & (C).
b. Déterminer une équation de la tangente (T) enIa (C) .

c. Etudier la position de (C) par rapport a (T).
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4. Utiliser les résultats précédents pour construire la courbe (C) (on prendra 2/3 comme valeur approchée
de a).

1. 11. Fonction périodique-1

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =sin® x —sinx
1. Prouver que la droite d’équation x =7ET est axe de symétrie de la courbe (C) de f.

2. Justifier que I'intervalle d’étude de f peut se limiter a [_IET’IET} .

3. Etudier sur cet intervalle les variations de f et construire son tableau de variations.
4. Déterminer I’équation de la tangente (T) a la courbe au point d’abscisse 0.

. . m 3mn . R o
5. Construire la courbe de f sur 'intervalle [_E 7} (on utilisera un repere d’unités : 8 cm pour 77 sur

7

'axe des abscisses et 2 cm pour 1 sur 'axe des ordonnées ). Faire figurer (T) sur la figure.

1. 12. Fonction périodique-2

—v2(0_ ; .
On considere I'application f de R dans R définie par fx) =272l xD[O,Z]‘
f(x+2)=f(x)OxOR

1. Etudier la restriction f, de f a I'intervalle [0 ; 2]. Construire la courbe représentative C de f,.

2. Comment peut-on déduire de C la courbe représentative de la restriction de f & I'intervalle [2n ; 2n+2] ¢
3. Démontrer que si x est dans [2# ; 2n+2] alors f(x)=(x -2 (2n+2-x).
4. f est-elle continue sur R ¢ Dérivable sur R ¢

1. 13. Un peu de trigo

1. Résoudre dans R, puis dans ] —-T; + IT] , 'équation : tan3x = V3.

2. Formules d’addition.

a. Rappeler les formules exprimant cos(a + ), cos(a —b), sin(a + b) et sin(a —b) en fonction de cos 4,
sin a, cos b et sin b.

. /N . 7 /i
b. En utilisant 3 et 7’ déterminer les valeurs exactes de COSE et de smﬁ )

3. Equation et inéquation.

a. Résoudre dans R puis dans ] -+ IT] : cos 3x = sin .

b. Résoudre dans R puis dans ] -+ 7T] : %s cos? x < %

4. Fonction Tangente.

a. Rappeler la définition de la fonction tangente ainsi que la formule liant cos® x & tan? x.

b. Sachant que tan%T= V5-24/5 , calculer cosé?” et siné?”.

NB : On pourra remarquer que (1 + V572 =6+245.

5. Formules et valeurs remarquables

: . . o o . om
Rappeler les trois formules liant cos 2x & sin x et cos « ; en déduire les valeurs exactes de cos—- et sm? .

6. Equations et inéquations

a. Résoudre dans R puis dans ] -7+ IT] les équations suivantes :
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*

*sin 2x = cos 3x cosx+tanx = —tanx *sin 2x + cos 2x = 1.

COS X

b. Résoudre dans ] -7+ 7T] les inéquations suivantes :

*

cosx273. * 2sin’x-1<0.

1. 14. ROC+dérivées, France remplt 2007
5 points

Les parties 1 et 2 portent sur un méme theme, la dérivation, mais sont indépendantes.

1. Restitution organisée de connaissances

La formule donnant la dérivée du produit de deux fonctions dérivables est supposée connue. On a énoncé
ci-dessous deux propositions désignées par P et Q. Dire pour chacune d’elles si elle est vraie ou fausse et
justifier votre réponse.

Dans cet exercice n désigne un entier naturel strictement supérieur a 1.
P : Soit fla fonction définie sur R par f( x) =x" ; alors f est dérivable sur R, de dérivée f' donnée sur R

par: f'(x)=nx"".

n

Q : Soit # une fonction dérivable sur R et soit f la fonction définie sur R par f =u" ; alors f est dérivable

sur R, de dérivée f' donnée par f'=nu"".

2. On désigne par g la fonction définie sur ]—1 ; 1[ par g(0)=0 et g'(x)= ol g' désigne la

Lt
V1-4?
dérivée de la fonction g sur ] -1; 1[ ; on ne cherchera pas & expliciter g(x).

On considere alors la fonction composée /# définie sur ] -7T; O[ par h(x)=g(cosx).

a. Démontrer que pour tout x de ] -7T; 0[ ona h'(x)=1,0u /' désigne la dérivée de h.
b. Calculer h( —%Tj puis donner l'expression de /( x ).

1. 15. Dérivabilité

Soit f la fonction définie par f(x)=(2 —x)\/m et (C) sa courbe représentative.

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

2. a. Justifier que f est dérivable sur -2 ; 2[.

b. Déterminer la fonction dérivée de f et montrer que, sur -2 ; 2[, f'(x) est du signe de x> =x=2.

3. Etudier la dérivabilité de fen x =-2, puis en x¥ =2 ; donner une interprétation graphique des résultats
obtenus.

4. Donner alors le tableau de variations de f .
5. Construire (C).

1. 16. Cubique et triconométrie (c)

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) =xv1-x .
1. a. Déterminer I'ensemble de définition de f .

b. Etudier la dérivabilité de f en 1 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2-3x
c. Montrer que f est dérivable sur |- ;1| et que f'(x) =—— pour tout x <1.
quef o1 e que f) =5 7=

d. Dresser le tableau de variation de f.

e. Représenter graphiquement la fonction f.
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2. a. Montrer que I'équation f(x) = L admet une seule solution x; dans |- ;0] et que —% <x, <0.

343

b. Montrer que I'équation f(x)= admet exactement deux solutions x, et x, dans [0;1] et que

1
3v3
0<x, <§ < x, <1.Donner une valeur décimale approchée & 107 pres de x; .

est équivalente a (E’) :

3. a. On pose u =%(x —%). Montrer que 'équation (E) : ‘xﬂ‘ = %
8y’ —6u—-1=0.

b.Pour i = 1, 2, 3, on pose u, =%(x,. —%). Montrer quil existe un unique réel 8 de [0; 77 tel que

u, =cosé.

c. Prouver que cos36 =4cos’ @—3cos@ pour tout Gréel.

(On rappelle que cos(a+b) = cosa.cosh — sina.sinb et sin 2a = 2sina.cosa)
d. Déduire des questions précédentes que (E’) est équivalente a I'équation cosSé?:%. Résoudre cette

équation dans [0 ; 77] et en déduire les valeurs exactes de x4, x, et x3.

Correction
La fx)=xJl-x,Dp=]-c0;1].

fAER Q) L A*hN=R (R (=H)
b. lim A = lim A = lim A=

c. f est un produit de fonctions dérivables donc dérivable. f'(x) =v1-x +x

= -0 . Donc pas dérivable, tangente verticale en 1.

-1 2(-x)-x _ 2-3x
Wi-x  21-x  2/1-x

20 _2_ 2 - 2/3 1
d. f2/3)==,1-==——. X ©
fe/8)=2 -2 =2 /

f + 0 -

La limite en — est évidemment —oo.
2
33
: /’ \
— 00 0
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o

2. a. Comme f est strictement croissante dans ]—oo ; O] et que 'ensemble des images est également ]—oo ; 0] ,

on est sr que I"équation f(x)= a une seule solution x, dans I'intervalle de départ |- ;0]. Apreés il

1
3V3
1 -2

1 1 -1
faut calculer f| —= |==—=,[1+=— =——=<——=1(x,) <f(0) =0 ce qui justifie '’encadrement de x,.
(5] 23145 =o <o =) <10 =0 cequi) 1

b. Entre 0 et 1, f est croissante puis décroissante et est toujours positive. Son maximum est —= qui est

343

; il existe donc bien deux valeurs de x dans [0 ;1] pour lesquelles f(x)= L ; de plus ces

343

oo 1

supérieur & —=
3V3

deux valeurs encadrent I'abscisse du maximum de f, soit 2/3.

A la calculatrice on a % = 0,19245009 et £(0,217)=0,19201741, £(0,218)=0,19277907 ; ces deux valeurs

encadrent x;.

3.a.u :§(x—1) e zu +é =x ; par ailleurs si on éléeve au carré :

2 3 3

1 1 wHIY (. 2u+1) 1
S=xlz & 1=y =— o 1- = e .. =8/ -6u-1=0.
[ x‘sﬁx(x)z7(3j(8)27 o

b. 4, =%(x,. —%) . Pour que u, =cos@,, il faut et il suffit que

i

1<y, <1 = —z.—l+lz—zu-+l>—z.l+l e 12x 2—1.
3 3" 3 ! 3

' 3 33
Cest bien le cas donc il existe un unique réel 8 de [0; 74 tel que 4, =cosé..

c. On calcule avec les formules d’addition :

cos 38 = cos(260+6) = cos 28 cos @—sin 20sin 8 = (2 cos’ G-1)cosf-2(1 ~ cos? O)cosf = 4cos® @-3cosb.

d. On pose donc 4 =cosé dans (E') :
8u% —6u-1=0 < 8cos® @-6cosf-1=0 = 2(4cos® 8-3cosf) =1 = cosBHI%.
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Les solutions de cosSé?:% sont 36 = ig(Zﬂ) - 8= ig( 2”] . On ne garde que 3 des solutions (par ex.

E)
les positives), ce qui donne 6, =— 62 —]—T+2—n—7—n ,6; —7—T+4—ﬂ=@ d’oli en remontant les solutions
9’ 9 3 9’7 9 3 9
2 2 7m. 1 2 18m 1 N PN
exactes: x; =—cos—+—,xy =—cos—+— x3 =—cos——+—. Il peut étre judicieux de vérifier a la
9 3 3 9 3 3 9 3

calculatrice...

1. 17. Fonction rationnelle et composée de sinus (c)

1-x?
2+x

A. Soit f la fonction définie sur R —{-2} par f(x)=

1. Pour tout x réel différent de —2, trouver trois réels a, b , ¢ tels que f(x) =ax+b+ 5"
X+

2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C) dans un repere orthogonal.

3. Montrer que si (C) admet un centre de symétrie, alors on peut déterminer son abscisse. Démontrer que

(C) admet un centre de symétrie.

—cin?
B. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) :15—@1_
2+sint

1. Pour tout réel t, montrer que m—-1)=¢(t). Expliquer comment l’étude des variations de sur
) q piq

Vawii
[—— 5} permet de construire la courbe représentative de ¢ .

2’

2.a. On pose a=~/3-2 . Justifier 'existence et I'unicité de 1, O { —g

g} tel que sin(t)) =a.

.1 , . , . L. T .
b. En utilisant ¢ comme composée de fonctions, étudier les variations de @ sur [—E;to} puis sur

4]

c. Soit @' la dérivée de ¢ . Pour tout nombre réel , prouver 'égalité : @¢'(r) = '(sint)cost. Retrouver alors

les valeurs pour lesquelles ¢'(¢) s’annule sur [—g,g} .
d. Tracer la courbe représentative de ¢ sur {—87” ; g} .

Correction

a=-1 a=-1
2a+b=0=3b=2

2b+c=1 c=-3

AL f(x)=ax+b+ ¢ :ozx2+2ax+1’7x+2!7+c=¢zxz+(251+[¢)x+2[7.|-C:>
L x+2 x+2 )

Donc f(x)=-x+2- iZ (on utilise cette écriture de f par la suite).
X

-5 _3-(e+p _(¥8-2-x)(VB+24x)
(x+27  (x+2? (x+2) '

Asymptote : y =—x+2, etc.

2. f'(x)=-1+0-
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£ - 0 + + 0 -

N AN

4+24/3 00 —00

3. Le centre de symétrie de (C) s'il existe est au milieu des extrema, soit en A(—2 ; 4). Montrons que A est

f(=2+2)+f(-2-x)

bien centre de symétrie : f(—2+x)+f(—2—x)=4—x—§+4+x+§=8: > =4, c’est bon.
x x
B. 1. On sait que sin(77—1) =sint donc @(77—t)=¢@(t). Si on sait tracer ¢ pour _%TS t SIET alors on sait le

. Vs Vs T T 3 Vs . . T 3m .
faire pour _ES 71—155 o —JI-—<-t< —n+5 - 72125, on sait donc le faire entre ) et - soit

2
sur un intervalle de longueur 277. Or sin a pour période 277, on sait alors tracer ¢ sur R.

. L I . T . .
2. a. Il est immédiat que -1<a<1, il existe donc une unique valeur ¢, de "7y qui a pour image a par
sin (lire sur le cercle trigonométrique).

2
Comme ¢(r) =f(sint), que sin est croissante et que f est croissante entre —1 et 4, on a @ croissante sur

4]

m . . : ) ; 2 p
Sur | 1 5 sin reste croissante mais [ est décroissante donc @ est décroissante.

T . . . T . . .
b. Pour —-—<it<y,, comme sin est croissante, on a sm(—EJsSmtsSmto - -l<sint<a=~3-2.

c. On peut faire un calcul direct :
_1-sin’t _ cos’t
2+sint  2+sint

_ —2sintcos#(2+sin f)—costcos’ t = cos —4sint-2sin? 1 —(1-sin? 1) oit
(2 +sin1)? (2 +sin1)?

P(1) @'(t)

7

—1-4sint—sin’ ¢

(2 +sin1)?

On peut également utiliser la dérivation des fonctions composées auquel cas le résultat est immédiat :

@'(1) =(sint)'f '(sint) = costf '(sint) .

@'(t) =cost

, soit @'(r) =costf '(sint).

mom o\ . ‘ . : . 4
Sur [—— -—}, cost est positif, le signe est donc celui de f’, ce qui redonne bien les résultats précédents.

272
1. 18. Fonction rationnelle de base 1
_ x?=2x+5

Soit f la fonction définie par f(x) = -1 et (C) sa courbe représentative.
y—

1. Déterminez a, b et ¢ tels que f(x) =ax+b +L1 .
-

2. Calculez f'(x), déduisez en les variations de f. Déterminez ses limites, ainsi que son tableau de variation.

3. Déterminez la position de (C) par rapport & la droite (D) d'équation y = ax+b. Tracez D et C.
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1. 19. Fonction rationnelle 2 (c)
Partie A

3x?+ax+b
x2+1
Déterminer les réels a et b pour que la courbe représentative de ¢ soit tangente au point I de coordonnées
(0; 3) ala droite (T) d’équation y = 4x + 3.
Partie B

Soit ¢ la fonction numérique de la variable réelle x telle que : @(x) =

2
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x telle que: f(x)zw et (C) sa courbe
x
représentative dans un repere orthonormal d’unité graphique 2 cm.
Bx

x2+1

1. Montrer que pour tout ¥ réel, ona f(x)=a+ ; a et B étant deux réels que I'on déterminera.

2. Etudier les variations de f. Préciser ses limites en l'infini et en donner une interprétation graphique.
Dresser le tableau de variations de f.

3. Déterminer I'’équation de la droite (T) tangente a la courbe (C) au point I d’abscisse 0. Etudier la position
de (C) par rapport a (T).

4. Démontrer que [ est centre de symétrie de (C).

5. Construire la courbe (C) et la tangente (T) dans le repére proposé.

Correction

Partie A

3x2+ax+b

P(x) = T+ 1 est tangente en Isi ¢(0)=3 et ¢'(0) =4 (méme coefficient directeur que la droite T).
X

_ (6x+a)(x> +1) = 2x(3x” +ax +3)

$(0)=b=3 et @'(x) 1) =¢'0)=a=4.
Partie B
_ Bx _alx>+1)+PBx _ax’+px+a _ _
LfW=a+ == = —=a=3 f=4.
2 _ _ 2 _
2 i)=& (*?Jr 1‘)‘2" 20 (4(2"+ 1)21) ot les racines —1 et 1. Négatif a lextérieur, positif a lintérieur.
x x
oo Ax 4x 4 )
Alinfini — " =—-=— qui tend vers 0 donc f tend vers 3, asymptote horizontale y = 3.
x ¥ ox

3. La tangente a évidemment pour équation y = 4y + 3. On fait le signe de

_ 2 4B
4x —4x—8=4x 4x(x +1)= 4x

f(x)_(4x+8)=8+x2+1 2 +1 x2+1

qui est du signe de —x, soit (C) est au dessus de (T) pour x <0 et en-dessous pour x=20.

4. Pour que le point Q(u, v) soit centre de symétrie de (C) il faut que f(u+x)+f(u—x)=2v ;ici ¢ca donne :

F) +f(-x) =3+ 4x 13- 4x

x2+1 x2+1

=6=23,0k!
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1. 20. Fonction rationnelle-3
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= N .
T+x+x2

1. Etudier f et tracer sa courbe représentative (I') dans un repére orthonormé (unités : 5 cm).

2.0n note A et B les points de (') d’abscisses respectives 0 et 1. Tracer la droite (AB) ainsi que les
tangentes & () en A et en B. Etudier la position de (I') par rapport & (AB) et & ces deux tangentes.

1. 21. Fonction rationnelle-4

1. Soit g la fonction définie sur R par : g( x) =4x% -3x-8.
a. Etudier le sens de variation de g sur R.

b. Démontrer que I'équation g(x)=0 admet dans R une unique solution que I'on note a . Déterminer

un encadrement de a d’amplitude 1072

c. Déterminer le signe de g sur R.

3
2. Soit f la fonction définie sur [1; +oo [ par: f(x) =j2—+ll.
¥ —

a. Démontrer que le signe de f'(x) est le méme que le signe de g(x) sur [1; +oo [.

b. En déduire le sens de variation de f sur [1; +oo [.

c. En utilisant la définition de @ , démontrer que : f(a)= ga . En déduire un encadrement de f(a).

1. 22. Fonction irrationnelle-1

On munit le plan d’un repére orthonormé (O ;7, ) ; soit f la fonction définie sur [0;1] par
f(x)=x=2/x +1,
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On appelle (') sa courbe représentative.

Partie A

1. Etudier les variations de f.

2. Démontrer que pour tout x de [0; 1] on a fof(x) =x . En déduire que la courbe (') est symétrique par
rapport a la droite y = x.

3. Construire ().

Partie B

Onconsideére les points A, [%+)I ;Oj et B, [O ;%—Aj ol A est un réel de l'intervalle [— } On

N | =

7

| =

note (D,) la droite passant par ces deux points.

1. Déterminer une équation de (D)) sous la forme a(A)x+5(A)y +c(A)=0 ot a, b et ¢ sont trois fonctions
de 4.
2. Soit (Dj) la droite d’équation a'(A)x +6'(A)y+c'(A)=0 ou a’, &’ et ¢’ sont les dérivées des fonctions a4, b

et ¢. Vérifier que pour toute valeur de A, (D,) et (D) sont sécantes en un point M.

2 2
3. Montrer que les coordonnées de A, sont x, :(%+/\j Vi :(%—/l) .

4. Démontrer que lorsque A décrit [—% %} , M, décrit la courbe (') de la premiere partie.

7

5. Démontrer que la droite (D)) est tangente a (I') au point .

1. 23. Fonction irrationnelle-2

Soit # un entier naturel et f, la fonction définie sur [0; 1] par f,(x)=x"\/x(1-x) . On note C, sa courbe
représentative dans un repére orthonormal (unité graphique 10 cm).

1. Montrer que C; est un demi-cercle de rayon 1/2 , dont on précisera le centre.

2.Soit n=1.

a. Calculer fﬂ' (x) pour 0 <x < 1 et montrer que fﬂ' (x) et (n +%)—(n+1)x ont méme signe.

b. Etudier la dérivabilité de f, en 0 et 1.

c. Donner le tableau de variations de f, (on ne demande pas le calcul du maximum de f,).

3. Soit x 0 [0 ; 1] et n=0 ; étudier le signe de f,,1(x) — f,(x) ; en déduire les positions relatives des courbes
C,etC,,
4. Tracer sur la méme figure les courbes C,, C;, et C,.

1. 24. Fonction irrationnelle-3

1 x?-1

Soit la fonction numérique f définie sur [1; +oo [ par f(x) =5x - , de courbe représentative C dans
x

un repére orthonormal (O i, 7) (unité 2 cm).

1. a. Démonter que la droite D d’équation 2y —x + 2 = 0 est asymptote « oblique » 2 C quand x tend vers

+00 |
Vx? -1

b. Justifier que pour tout x O[1; +oo [, <1. En déduire la position relative de C et D sur [1; +oo [.

x
2. a. Justifier que pour tout /7 > 0 : fa+m=fn _1_ h+2 .

2 A+ hWNK +2h
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b. Calculer : lim

-

de ce résultat.

. Interpréter le résultat pour f en x,=1. Donner une interprétation graphique

fA+m -1
h

3. Soit la fonction numérique g définie sur ]1 ; +oo [ par g(x)= x’lx?-1-2.

a. Calculer g( V2 ).

b. Monter que g est strictement croissante sur ]1; +oo [ (on ne calculera pas les limites de g).

Déduire de ce qui précede le signe de g sur ]1; +oo [.

4. Calculer f'(x). Montrer que f' est du signe de g sur ]1; +oo [. Dresser le tableau de variation complet
defsur[l; +oo[.

5. Représenter graphiquement la courbe C (avec asymptote et tangentes.).

1. 25. Fonction irrationnelle-4

Partie A

Soit g la fonction définie sur [O ; +00[ par g(x) = x? (x+2) .
1. Etudier les variations de g sur [0 ;+ 00[ .

2. Démontrer que I'équation g(x)=4 admet, sur [0 ; +00[ , une unique solution @ dont on donnera une
valeur approchée & 1072

3. En déduire la résolution de I'inéquation g(x)>4 sur [O ;+ 00[ .

Partie B

Py

X

Soit f la fonction définie sur R\{0} par f( x) = +x et (C)) sa courbe représentative dans un repere

orthonormal (unité 1 cm).

1. Etudier la parité de f.

2. Déterminer £1£r(1)f( x) et xlir‘{lwf( x), en déduire £1£r(1)f( x) et xlir{lwf( x).
¥>0 <0

Peut-on en déduire une ou plusieurs droites asymptotes a la courbe (C) ¢

3. Démontrer que la droite (D) d’équation y = x + 1 est asymptote & la courbe (C) en +w, en déduire
'équation d’une droite asymptote a (Cy) en —oo .

2
glx”)-2
4. a. Démontrer que f est dérivable sur les intervalles ] —o0 ; O[ et ]0 ; +00[ puis que f'(x) = L

k% +2

b. Déduire de la partie A que f'(x) > 0 sur J\/E ; +oo|: .

c. En déduire les variations de f sur ]O ; +00[ puis sur R\{0}. Dresser le tableau de variations complet de f
sur R\{0}.

5. Déterminer une équation de la tangente (T) & (C)) au point d’abscisse V2.

0. Tracer la courbe (C)) en vous aidant de tous les renseignements obtenus précédemment.

1. 26. Fonction irrationnelle-5

Soit f la fonction définie par f(x)=x+vx* =6x .

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.

2. Déterminer les limites de fen —o et en +oo.

Peut-on en déduire I'existence d’une ou plusieurs asymptotes & la courbe (C)) représentative de f ¢
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3. a. Démontrer que la droite A:y = 2x — 3 est asymptote oblique a la courbe (C)) en +oo .

b. Etudier les positions relatives de la droite A et de la courbe (C) sur ] -0 ; O[ et sur ]6 i+ 00[ .

4. a. Etudier la dérivabilité de la fonction fen 0 et en 6.

b. Quelles sont les conséquences graphiques des ces calculs ¢

1. 27. Fonction définie par morceaux

f(x) =x?-3 sixD]—oo;l [
Soit f la fonction définie sur R par : § f(1) = -2

() =Vx=1-25i 0] 1+

1¢
2. fest-elle dérivableenx = 1 ¢

1. f est-elle continue en x

3. Quelles conséquences graphiques peut-on tirer des résultats précédents ¢ Tracer la courbe représentative
de f dans un repére orthonormal. (Aucune étude de variations n’est demandée.)

1. 28. Fonction paire, fonction impaire

Partie préliminaire

Soit f:R - R une fonction quelconque.

a. On définit deux fonctions de R dans R associées & f, notées respectivement f, et f; par :

=0 +-0] et £ =2 f)=F(=)].
Montrer que f, est une fonction paire et f; est une fonction impaire.

b. Supposons qu'il existe une fonction paire g et une fonction impaire 4, définies de R dans R, telles que

f =g+h. Montrer que nécessairement g=f, et h=f;.

c. Déduire des questions précédentes que toute fonction f de R dans R se décompose de maniére unique en
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
Les fonctions f, et f; sont appelées respectivement « partie paire » et « partie impaire » de f.

1. Etude de deux cas particuliers

a. Fonction polynomiale.

On considere la fonction polynomiale P définie par : P(x) = 5x% +38x° =4x® +2x% —x +1.

Vérifier que la partie paire P, et la partie impaire P; de la fonction P sont des fonctions polynémes dont on
donnera l'expression.

Quelle remarque peut-on faire sur la partie paire et sur la partie impaire d’une fonction polynéme ¢

b. Fonction exponentielle.

Dans cette question, on pose f(x)=exp(x) et 'on note respectivement ch et sh les fonctions f, et f;
associées.

i/ Calculer les dérivées ch’ et sh’.
ii/ Montrer que pour tout réel x, on a : ch?(x)—sh?(x)=1.
ili/ Montrer que, pour tout réel v, on a : ch(2x) = 2ch?(x) -1 et sh(2x) = 2sh(x)ch(x) .

Note : a cause de certaines analogies frappantes dans les relations précédentes avec cosinus et sinus, les
fonctions ch et sh sont appelées respectivement « cosinus hyperbolique » et « sinus hyperbolique ».

2. Détermination d’une solution d’équation « fonctionnelle différentielle ».

Soit f:R - R une fonction deux fois dérivable sur R et vérifiant pour tout réel x :
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fre0+f(mx) =x+a?,

a. Montrer que chacune des fonctions f, et f; associées a f est solution d’une équation différentielle du
second ordre.

b. Déterminer une fonction polynomiale vérifiant chacune des équations différentielles précédentes. En
déduire une solution particuliére de I'équation (E).

3. Décomposition et ramification d’une fonction polyndme.

a. Montrer que pour toute fonction polynéme P peut s’écrire de maniére unique sous la forme

P(x) = By(x?)+xP,(x*) ot P, et P, sont des fonctions polynémes. (Utiliser la question 1.)

P donne donc naissance & deux polyndmes Py et P;.

De méme ces deux derniers polynémes donnent respectivement Fy, Fy, P et P, selon le schéma
]

suivant :

P

e N
//\\ /”\\
i \x ,/ N \x //\\

POOO POOl POlO POOl PlOO P101 PllO 111

R A A T A

Présentation d’un exemple : avec P(x) = 5x° +3x° —4x +2x2 —x +1.

P(x)=5x° +3x° = 4% +2x2 —x +1

' N

Py(x)=5x% +2x +1 P(x)=38x? —4x -1
Fo(¥) =1 Ry (x)=5x+2 Po(x)=3x-1  Py(x)=—4

VAN VAN

Fooo(*) =1 Fypy(x) =0 Fyyp(x) =2 Fyyy(x) =9 Foo(x)==1 Pp(x)=3 Piyplx)==4 F;(x)=0
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b. Inversement, existe-t-il une fonction polynéme P vérifiant les conditions :

By(x)=4; Pyo(x)=0; Poy(x)=0; Po(x)=3 ;5 Ry (%) =5 ;5 Fyo(x) =3 ;5 Fypy(x) ==1; Fypp(x) =6 ¢

1. 29. Triangle d’aire maximale (c)

On considére dans le plan rapporté & un repére orthonormé R=(O;/,/) le cercle I' de centre O et de
rayon 1. Soient les pointsde ' : A (1; 0) et A’(—=1; 0).

1. Par tout point H du segment [AA’], distinct de A et de A’ on mene la perpendiculaire A a la droite (AA”).
La droite A coupe le cercle I en M et M. On pose OH = x . Calculer aire du triangle AMM’.

2. Soit f la fonction définie sur [—1; 1] par f(x)= (1—x)m et (C) sa courbe représentative dans R
(unités graphiques 4 cm).

a. Etudier la dérivabilité de fen —1 et en 1. En déduire les tangentes a (C) aux points d’abscisses —1 et 1.

b. Dresser le tableau de variations de f.

c. Tracer (C).

3. Montrer que le triangle AMAM’ d’aire maximale est équilatéral.

4. a. Justifier que I'équation f(x)=1 admet exactement deux solutions a et B (a < ) et donner en le
justifiant une valeur approchée de aa 107° pres.

b. Discuter graphiquement suivant les valeurs de m réel le nombre de solutions de I'’équation f(x)=m .

5. On considere la courbe (U) donnée par I'équation y° —(1-x)’(1-x°)=0. Montrer que (U) est constituée
de deux courbes (C) et (C’), (C’) étant 'image de (C) par une transformation que l'on précisera.

Correction

1.On a OH =x d’oli avec Pythagore :
OM* =OH? + HM? » HM =15

L’aire de AMM’ est

%AH.MM':%(l—x)Z\/l— 2= (1-xWl-x" .

2. f représente évidemment 'aire du triangle AVIM' ...

a. On calcule en 1 (& gauche car & droite la fonction n’existe pas) :
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_ _ _ 2
lim fa+h=fA) lim il Gl lim—+/-2k—k" =0 ; la fonction est dérivable et il y a une tangente

h-0" h h-0" h h-0
horizontale en 1. De méme a droite de —1 :

_ fCLHR)—f(=D) . Q=hWI=(=1+hY _ Q=-hW2h-K _ . Q-WKQ2-h) _
lim = lim = lim = lim = +oo
h-0* h h-0" h h-0" h 0" }{ /2/4—]12

La fonction n’est pas dérivable, il y a une tangente verticale en —1.

b P2 I R =)=+’ 207 -1 | -1 —12 1
Fe o IN1-52 V1-x? V1-x?

. . 1
qui a pour racines 1 et B

33
3 1_33 4
0 0

'l o + 0o =0

14 7 ¥

-1 -0.8 -06 -04 -0.2 4] 02 04 0.6 0.8 1

c. L’aire de AMAM’ est maximale lorsque ¥ = —1/2, soit lorsque le triangle est équilatéral (dans ce cas M est
_2ir

alaffixe ¢ 3 ).

4. a.On a immédiatement que f(x) = 1 a comme solution 0 (f(0) = 1) et une autre solution a. On met la

machine en route : on a alors f(—0,8395288) = 0,99944395 < 1 et {(—0,83926702) = 1,00004531 > 1 par

exemple. Grace au théoréme des valeurs intermédiaires on en déduit que f vaut 1 entre ces deux valeurs et

donc a =-0,839.

b. Lorsque m < 0 il n’y a pas de solution ; lorsque 0 <m < on a deux solutions, lorsque m = 8T ilya

une seule solution (—1/2), enfin pour m >8T8 il n’y a pas de solution.

5. A partir de y =(1-x)J1-x> on éléve au carré ce qui donne : y’ =(1-x)’(1-x")=0. En fait cette courbe

est la réunion de y =(1-x)N1-x" etde y=—(1-x)W1-x" . Il suffit de symétriser la courbe de f par rapport
a (Ox) pour obtenir la courbe entiére (tres joli).
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1. 30. Cissoide de Dioclés
3
f est la fonction définie pour tout x de 'intervalle [0 ; 1[ par f(x)= 1
-x

1. f est-elle dérivable en 0 ¢ Dressez le tableau de variation de f.
2. On note (C,) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O;7, /).

a. Ecrivez une équation de la tangente T a la courbe (C;) au point d’abscisse 1/2.

b. Sur le méme graphique tracez (C;) et T, puis la courbe (C,) symétrique de (C,) par rapport a I'axe des
abscisses.

Démontrez que «M(x; y) appartient a I =C; OC, » est équivalent a «les coordonnées de M vérifient
I'équation E : x(x? + y2) —y? = 0 ».

La courbe I est appelée cissoide de Diocles.

3. Interprétation géométrique de (E).

I est le point de coordonnées (1 ; 0), (C) est le cercle de diametre [Of] et A est la tangente a (C) au point /.
(d) est la droite passant par O et de coefficient directeur ¢ (¢ est un réel).

a. Déterminez les coordonnées de M, point d’intersection, autre que O, de (C) et (d).

b. Déterminez les coordonnées de AI’, point d’intersection, autre que O, de ' et (d).

c. Déterminez les coordonnées de A, point d’intersection de A et (d).

d. Démontrez que OM' = MN .

e. Déduisez-en un procédé permettant de construire I point par point a partir de M et N. Construisez I .

4. Prolongements

La droite (IM’) coupe I'axe des ordonnées en P.

a. Démontrez que NAM.NO = NI.NO = NI* et que OM.ON =ON.OI =OI° .

b. Déduisez-en que NI> =OM'x NO et que OI> =OMxON . Démontrez que OF _ oM _ %
NI M'N OM

c. Déduisez des questions précédentes que OP xOI? = IN® ou encore OP = IN? .

En choisissant OP = 2, il vient IN =32 .

Expliquez comment la cissoide de Diocles permet de résoudre le probleme suivant :

« Etant donné un cube d’aréte a, construire 'aréte x d’'un cube dont le volume est le double du cube
précédent. »
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1. 31. Strophoide droite et inversion

Dans le plan P rapporté & un repére orthonormé (O ; 7, /), on considere le point A de coordonnées (—1 ; 0).
Partie A

+x

Soit ¢ la fonction définie par @(x) =x pour xO[-1;1[.

-y
1. Etudier les variations de @ et tracer sa courbe représentative S;. Préciser les tangentes ou demi-tangentes
a Sy aux points A et O.
2. Soit S, I'image de S, par la réflexion d’axe (Ox). Donner une équation de S,. Vérifier que la courbe
S=S, 08, apour équation x° +xy” +x? —y? =0 Tracer S.

3. Soit A un réel non nul et N le point de coordonnées (0 ; A). Ecrire une équation cartésienne, notée (1),
de la droite (AN) en fonction de A. Vérifier que le cercle C,, de centre N, passant par O, a pour équation :
2) x*+y?=2Ay=0.

Pour tout A non nul, (AN) et C, se coupent en deux points distincts d’ordonnée non nulle. Exprimer A
en fonction de x et y a 'aide de I'équation (2). Reporter 'expression trouvée dans (1) et vérifier que les deux

points d’intersection de (AN) et C, appartiennent a S.

4. En déduire une construction de S, par points, a la régle et au compas (utiliser un logiciel de construction
dynamique).

Partie B

M est un point de P ; on se propose d’étudier, s'ils existent, les points /I’ de P vérifiant a la fois les deux
conditions suivantes :

- A, M, M’ sont alignés
- OMOM' =0
Soit (C) le cercle de diametre [OA].
1. Déterminer 'ensemble des points /]’ dans chacun des cas suivants :
a.MestenO.
b. MestenA.
c. M est un point de (C) autre que O et A.
d. M est un point de 'axe des abscisses autre que O et A.
e. M est un point de ’axe des ordonnées autre que O.

2. On suppose que M n’est pas sur (C); montrer qu’il n'existe qu'un seul point AI’ satisfaisant aux
conditions. Donner une construction géométrique de A1’

3. Soit f I'application de P privé de (C) vers P privé de (C) qui a M associe M’. Montrer que fof =1d4.
Quelle conséquence en tirez-vous ¢

Partie C

1. On appelle S* la courbe S privée de A et O. Déterminer une construction géométrique de I'image f(S*) de
S*.

2. Exprimer les coordonnées de M’(x” ; y’) en fonction des coordonnées de M(x ; y).

3. On considere la droite D* d’équation x = 1 et privée de son point d’ordonnée nulle. Déterminer une
équation de son image f(D*). Tracer cette image.

4. On considere la courbe H (y = l) . Donner une équation de son image f(H). La tracer.
X

http://www.mathcurve.com/courbes2d/strophoiddroite/strophoiddroite.shtml
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1. 32. Sinus cardinal

On désigne par g la fonction définie sur [0 ; 77] par g(x)=xcosx —sinx.
1. Etudier g et dresser son tableau de variations. En déduire le signe de g sur [0 ; 77].
f(0)=1

2. Soit [ la fonction définie sur [-77; 77] par sin x

f(x)=

si x O[-77; M\{0}
X

a. Montrer que f est paire. Qu’en déduit-on pour sa courbe représentative (I') ¢

b. Etudier les variations de f. On vérifiera particulierement que f est continue en 0.

iy . 1 . .
c. Prouver que pour tout réel x positif ou nul, on a 0<x-sinx ngg. En déduire que [ est dérivable a

droite de 0. Que peut-on dire sur la dérivabilité de f a gauche de 0 ¢

d. Construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

1. 33. Arc tangente,N. Calédonie 2003

Les trois parties sont dans une large mesure indépendantes.

Pour tout entier naturel #, on définit sur R la fonction numérique f, par :

fo(x)=

xﬂ

1+x

o et pour # entier naturel non nul f,(x) = 5 -

On note C,, la courbe représentative de f,, dans le plan rapporté a un repere orthonormal (O;i, ), unité

graphique : 4 cm.
1

On désigne par [, 'intégrale I, =I f, ()t .
0

Partie A

1. a. Etudier les limites de f; en +o et en —oo . Quelle est la conséquence graphique de ces résultats ¢
b. Etudier les variations de f;.

c. Tracer la courbe C,.

d. Calculer I,.

2. a. Etudier les limites de f; en +oo .

b. Etudier les variations de f;.

c. Tracer la courbe C; sur le méme dessin qu’au 1. c.
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3. Calculer I, +1;. En déduire la valeur de I.

4. Calculer, en unités d’aire, 'aire du domaine limité par les courbes C;, C; et les droites d’équation x = 0 et
x=1

Partie B

Pour cette partie, on dessinera la figure demandée dans un nouveau repére orthonormal (O;7, ), unité
graphique : 4 cm.

1. a. Etudier les limites de fy en +o et en —co .

b. Etudier les variations de f,.

n

dr.

2. Soit (a,) la suite définie, pour n entier naturel non nul, par 4, =J 7
01+¢

a. Interpréter graphiquement 4,.

b. Montrer que la suite (a,) est croissante.

c. Montrer que pour tout réel ¢ : <1 et en déduire que a4; <1.

7S

1+t
. 1 P .
d. Montrer que pour tout réel t non nul : 7 <—- et en déduire que pour tout entier naturel non nul,
+1°
n 1 1
J Sdtsl-—.
11+t n

e. Montrer, en utilisant les questions précédentes, que pour tout entier naturel # non nul, 4, <2. Que
peut-on en déduire pour la convergence de la suite (a,) ¢
Partie C

1

Soit F la fonction telle que : F(0) = 0, F dérivable sur R et F'(x)= LG
+x

1. On pose, pour tout x de }—g,g[ , H(x) = Fltan(x)].
a. Calculer H(0).

b. Montrer que H est dérivable sur } —g, ]—T

5 [ et calculer H'(x).
c. En déduire que, pour tout x de } —g; g[ ,H(x) = x.

d. Montrer que F(1) Z%T.

2. On pose, pour tout x réel positif ou nul, k(x) = F( ! )+F( al j
x+1 x+2

a. Montrer que la fonction k est dérivable sur R * et déterminer £’(x).
1

b. En déduire la valeur de F(%jh’:[gj

1. 34. Autour de sin(1/x)

La fonction f est définie par : f(x)=2x sin(lj pour x 20 et f(0)=0.
¥

1. Etudier la continuité de f en 0.
2. Etudier la dérivabilité de fen 0.
3. Déterminer la fonction dérivée de f.

4. Montrer que la courbe de f est située dans une « bande ».
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5. En quels points la courbe de la fonction coupera-t-elle ’axe des abscisses ¢

1. 35. Suites et sinus

On considere les fonctions suivantes définies sur [O ;+ 00[ par :

2 3

f(x):x—sinx, g(x):—l+%x +COSX, /’Z(X):—X'i'%x +sinx.

1. Etudier les variations de f ; en déduire que f est positive ou nulle sur [0 ;+ 00[ .
2. a. De la méme maniere, justifier, en étudiant leurs variations, que g et /i sont positives ou nulles sur

[0;+eo].

3

A1 1 .
b. Déduisez en 'encadrement x —gY <sinxy < x pour x20.

3. On considere les suites u, et v, définies pour tout entier naturel #» non nul de la manieére suivante :

in1+in2+in3+ +sin-L et 1+2+8+ + 2
U, =sin—+sin—+sin—+..+sin— et v, =—+—+—+..+—.
n ' s 'S n ot n?
n( n+1
a. Montrez que v, = 5— et quev, converge vers 5
2n

b. Montrez par récurrence que 1> +2° +...+ 4 <n* pour tout # entier naturel non nul.

fdo e ts 1.1
c. Déduisez de I'inégalité du 2.b. que v, ——x—<u, <v, .

6 u*

d. En déduire que u, converge et déterminez sa limite.

1. 36. Camion et Lapin, N. Caledonie 2005 (c)
5 points

Camion —>

C B D

Un lapin désire traverser une route de 4 meétres de largeur. Un camion, occupant toute la route, arrive a sa
rencontre a la vitesse de 60 km/h. Le lapin décide au dernier moment de traverser, alors que le camion n’est
plus qu’a 7 metres de lui.

Son démarrage est foudroyant et on suppose qu'il effectue la traversée en ligne droite au maximum de ses
possibilités, c’est a dire & ... 30 km/h !

L’avant du camion est représenté par le segment [CC’] sur le schéma ci-dessous.

Le lapin part du point A en direction de D.

Cette direction est repérée par I'angle 8= BAD avec 0<6 Sg (en radians).

1. Déterminer les distances AD et CD en fonction de @ et les temps #; et ¢, mis par le lapin et le camion
pour parcourir respectivement les distances AD et CD.

2. On pose f(9)2Z+2tan9— .
2 cos 8

Montrer que le lapin aura traversé la route avant le passage du camion si et seulement si f(8) > 0.
3. Conclure.

Rappel :
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. L. T P :
La fonction x — tanx est dérivable sur [O’E[ et a pour dérivée la fonction x - ——.
cos” x

Correction

1. On appelle v la vitesse du lapin, et donc 2v celle du camion.

ﬁzcosH:>AD: AB _ 4 diot 1 = AD _ 4 .

AD cos@ cosd Vigpin vCOSE

BD o an6=BD=4tand dioti 1, =— L4 BD 7  A4tand
AB YCamion  YCamion 2v 2y

2. Le temps mis par le camion doit étre supérieur a celui mis par le lapin (si le lapin veut éviter le
camion...), il faut donc
7+4tan @ 4 7+4tan@ _ 4 7

> > - —+2tanf-

tz > t1 And g
2v vcos @ 2 cos@ 2 cos

>0 « £(6)>0.

3. A priori on ne sait pas trop résoudre 'inéquation proposée, on va plutdt regarder les variations de [ :

F1)=2 1 —4(-sin6) =21—251n9

cos’ @ cos’ 6 cos’ 8

qui s’annule pour sin@= % =X =g : lorsque @< g, sing < % =f'(@) >0, f croissante, g donne
I'abscisse du maximum de f, qui est alors de

_7 m__ 4 _7
f(ﬂ/6)—§+2tang e

cos—
6

+2§ ~0,036.

Sl

Comme f(0)=3,5-4=-0,5<0 et que Iirrlle(H) = -0, la fonction s’annule deux fois : une premiere fois

6.2
2

vers 0,4, une deuxiéme vers 0,65 ; le lapin doit donc choisir un angle dans ces zones-la pour avoir une
chance de survivre...

7 .sin@ 4 7cos@+4sin@-8
5 - - ;
cos@ cosl 2cos 8

+2

On peut essayer de résoudre directement : f(6) =

utilisons les formules d’Euler :

i, -io 6 _ -if . 2i0 , - 2i0 . 0
. e’ +e e —e e +i e’ -1 2ie
7cos@+4sin@-8=7 +4 —=8=7—— — —8——
2 2i 2ie 2ie 2ie
_ 7ie¥ +7i + 467 — 4 -16ie" .
- 2ic'? ’

posons z =¢'? | soit 'équation 7iz? +7i+4z% —=4-16iz=0 o (7i+4)z*> =16iz+7i-4=0.

A =(=16i)> = 4(7i+4)(7i —4) = 256 —4(-49-16) = ... ; on met les solutions sous la forme ¢, les solutions

étant alors 'argument du résultat. Comme on peut le voir directement, avec Maple, ¢a tombe en deux
coups de cuiller & pot :

> f:=7z->7/2+2*tan(z)-4/(cos(z));
> v:=[solve(f(z) =0)];evalf(v);

7 4
fi=z > §+2tan(z)_cos(z)

oo acaf) o )|

[0.643501108, 0.394791119]
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