Eléments de Correction Concours Général 2001
Premiére Partie:

Remarquons que pour tout triplet deréels(a,b,c)ona:
(@a+b+c)2=a+b2+c2+ 2(ab + bc + ca)
Donc, s cetriplet est un trio, en particulier, on doit avoir : (a + b+ c)2=a + b2+ c2
Comme a, b et ¢ sont non tous nuls et réels, cela est donc impossible.
C'est évident si onremarque (a, b, c) est untrio si et seulement si pour tout réel non nul x, (xa, xb , xc) est auss un trio.
Donc, un point M(a, b, c) appartient aC s et seulement si ladroite (OM) privée de O est dans C.
M(a,b,c) appartient aG s et seulementsiona:
{atb+c=1¢e a+bc+ca=0}.
D'aprés|'égalité"(a+ b +c)2=a +h2 +c2 + 2(ab + bc + ca)", onadonc : (& + b2 + c2=1).
Donc Gest donc dans I'intersection du plan (P) d'éguation x + y + z=1 et de la sphére S d'équation:
X+y2+22=1
On vérifie sans peine la réciproque.
Gest donc I'intersection de (P) et de S, ou S est la sphére unité. C'est donc un cercle situé dans un plan admettant le
vecteur de coordonnées (1 ; 1; 1) comme vecteur normal.
D'aprés ce que I'on vient de dire, C est I'ensembl e des points images de G par une homothétie h quelcongue de rapport
non nul. Autrement dit , comme Gest un cercle, C est un cone de révolution de sommet O, mais privé de O, dont I'axe
est une droite (D) passant par O et de vecteur directeur de coordonnées (1 ; 1; 1).
Il faut revenir au calcul du volume d'un tétraedre.
Si ABCD est un tétraedre, alors le volume de celui-ci est : (1/6)||AB * AC||.DK ou K est le projeté orthogonal de D sur le
plan (ABC).
Si L'et L" sont deux points distincts entre eux et de L de G, alors e volume du tétragdre (OLL'L") est:
Volume = (1/6)||OL' ~* OL"|ILK ou K est le projeté de orthogonal de L sur (OL'L").
Maiscommel, L' et L" sont sur la sphére de centre O et de rayon 1, on voit alors que ce volume est < (1/6).
Deplus, il ne peut étre égal a(1/6) que si et seulement si |JOL'*OL"||=1et LK = 1.
CommeOL'=0OL" = OL =1, on obtient ces égalitésque si OL', OL" et OL sont orthogonales deux a deux.
On cherche les extrémums de abc sachant que (ab+bc+ca=0eta+b+c=1).
Or, on vérifie sans peine que abc = & - & dans ces conditions.
Les variations de (a° - &) sur I'intervalle [0 ; 1] montre alors que abc admet pour maximum O et pour minimum (-4/27).
De plus, le maximum est atteinten (0,0, 1) ou(0,1,0)ou(1,0,0)
et leminimum est atteint en (2/3, 2/3, -1/3) ou ( 2/3,-1/3, 2/3) ou (-1/3, 2/3, 2/3).
On obtient ces valeurs en revenant aux conditions portant sur (a, b, ¢ ) et se ramenant a une équation du second degré.



1.

Eléments de Correction : Partie 2
H; est I'ensemble des pointsM(a, b, 1) vérifiantab + b+ a=0.
Donc, b =-al(at+1). (1)
C'est donc une hyperbole (équilatére) dans le plan d'équation "z=1".
On sait que pour une hyperbole dans un plan, le point d'intersection des asymptotes est centre de symétrie.
On voit sans probléme que ce point est de coordonnées (-1, -1, 1).
Larelation (1) montre qu'un point de H1 est a coordonnées entiéres si et seulement s (a+1) divise a.
Les seuls possibles pour asont alors: a=0oua=-2.
Les points a coordonnées entiéres de H, sont donc les points: A(0,0,1) ou B(-2,2,1).
L'ensemble Z; est ssimplement |I'ensemble H1 étudié précédemment .
L'ensemble Z, est formé destrios de laforme (a, b, 2).
Onadonc: ab+2b+2a=0 cequi peut Sécrire (at+2)(b+2) = 4.
Comme a et b sont entiers, et que la décomposition de 4 en facteurs premiersest : 4 = 22, on peut alors dire
que (a, b, 2) appartient aZ, s et seulement si:
{at2=1etb+2=4} ou{at2=-1letb+2=-4} ou{at2=2etb+2=2} ou
{at2=-2etb+2=-2} ou{at2=4etb+2=1} ou{a+t2=-4 et b+2 = -1}
Ce qui conduit alors aux trios appartenant a Z,:
1,2,2;(3,-6,2 ;(0,0,2; (4,-4,2); (2,-1,2); (-6,-3,2)
On peut généraliser ce qui vient d'étre dit a un entier naturel h non nul en remarquant que:
(ah+ba+ ha=0) s et seulement si (at+h)(b+h) = h2.
Donc, (a, b, h) appartient &Z,, si et seulement si (a+h) est un diviseur de iz et b = h?/(a+h) - h.
Comme h? aun nombre fini de diviseurs, on voit bien que Z,, est fini.
De plus, atout diviseur n de h? correspond un et un seul élément de Z;, qui est (a=n-h, b = h3/(a+h)-h, h).
Il'y adonc autant d'élément dans Z,, que de diviseurs (dans les entiersrelatifs!) de h2.
Si on se place dans les diviseurs entiers naturels de h?, on voit que:
N(h) = Cardinal(Z;,) = 2 fois le nombre de diviseurs naturels de h2.
On connait le nombre de diviseurs entiers naturels d'un entier quelconque positif en fonction de sa
décomposition en facteurs premiers.
Sin=Pp?, p parcourt I'ensemble des nombres premiers >0, alors
nadmet P (g+1) diviseursdans IN.
Or, ladécomposition en facteurs premiers de h? est de laforme :
hz=Pp? ol lesai sont desentiers pairs donc de laforme 2bi.
Le nombre de diviseurs naturels de h? est alors: P (2b; + 1)
On adonc, d'aprés le résultat précédent:
N(h)=2P(2b; +1).
Si on passe aux congruences modulo 4, en développant P (2b; + 1), on obtient :
N(h) =2(2b; + 2b, + ...+ 2b, + 1) modulo 4 ou encore N(h) =2 modulo 4
On abien aorsN(h) - 2 =0 modulo 4 ou encore N(h) - 2 divisible par 4.
Lecas(h, h, h) est exclu car on ne peut avoir h=0.
On étudie alors les deux cas suivants: "une seule valeur est égale ah" et "deux valeurs sont égales a h"
Lecas(a, h, h) conduit a2a=-h. Donc si h est impair, pas de solution, et si h et pair, 3 solutions possibles
delaforme(a,h,h) ;(h,a,h);(h,h,a).
Lecas(a, b, h) aététraité dans sa généralité dans la question précédente.
On en déduit alorsque N'(h) =3N(h) , si hestimpair: et N'(h) =3N(h) - 3, s hestpair.
Untrio (g b, c) vérifiant, par définition, larelation ab + bc + ca= 0, comme
(a+tc)b+c)=ab+bc+ca+c?,(a,b,c)estuntrios et seulement s on a
(a+c)(b+c)=c2 (relation 1)
Remarquons aussi que ab + bc + ca= 0 implique que I'un au moinsdes entiersa, b, et ¢ soit < 0.
Disons que C'est c.
Si(a, b, ¢) est untrio entier, posons alorst = PGCD(a, b, c). On vérifie alors sans peine que
(a,b',c)ou a=ta , b=tb'etc=tc est untrio primitif .
Delarelation (1) , onvoitalorsque(c' )2=(a@+c' )(b' +c') . Lesentiersc’, (@ + ) et (b'+¢') sont bien
sur premiersentre eux. PosonsalorsR=(a+c')etS=(b' +c").
De(c' )2=R.S, on en déduit que R et S sont de méme signe. Quitte & changer lessignesdea, betc, on
peut supposer que R et Ssont > 0. Considéronsalorsr et s (entiers> 0) telsqueR=r2et S=<
On obtient alorslesrelations:

* (@+c)=r2 et (b+c)=¢ g c=1s (Cest<0)
Ou encore;

* (a+c)=tr? et (b+c)=t= et c=-trs
d'ou lesrelations : a=r(r+s)t i b=g(r+s)t ; c=-rst

On vérifiesanspeinequesi (a, b, ¢) est laforme précédente, on abien afaireauntrio.

Letrio(a, b, c) est primitif si et seulement si t = 1. Lestriplets(r, s, t) associés aux trios primitifs.
Danscecas,ona :|abc|=r2(r+s)? , |atb|=(r+5)? , |b+c|=r? et |cta|=¢
Sic=h>0,letrioassocié (r,s,t)a(a, b, c) estunique. Commeletrio est primitif, onat=1.
Lesrelations obtenues dans 5. montre alorsque si N est le nombre de nombres premiers (1 inclus)
intervenant dans la décomposition en facteurs premiers de h (ou de c) alorsle nombre de choix pour le
couple (r,s) est 2V . Celase voit en passant au nombre de parties d'un ensemble &N ééments.

On adonc P(h) qui est bien une puissance de 2.

Deplus, onaP(h) =N(h) s h> 1.

En prenant h,=2", onaP(h,) =4 , N(h,) =4n+ 2. On obtient alors lalimite demandée.



8. Remarquonsquesi (a,b, 1) estuntrioaorsaet b sont différentsde -1.
Soit x un rationnel quelconque. Posonsy = -x/(x+1) , qui est aussi un rationnel .
Onvérifieque (x,y, 1) est auss untrio.
Delarelation (a+1)(b+1) = 1, ou encore, b = -a/(a+1) , on en déduit que si une suite (xn) converge vers a
alorslasuite (yn = -xn(xn+1)) converge versb. Comme tout réel a peut sécrire somme limite d'une de
rationnels, on en déduit qu'il existe bien deux suites (xn) et (yn) de rationnels convergeant respectivement
versaet b, et tellesque (xn, yn, 1) soit un trio rationnel.

9. Sic=0,dorsona (a=0etb=1) ou (a=1 et b=0). Danscecas, onchoisitxn=a,yn=bh.
Sinon, ondivisea b et cpar c, enonobtientuntrio(a, b', 1).
La question précédente permet alors de répondre ala question.



Troisiéme partie
1

J
1) | 2T)[* = @+bj +¢* fa+bj +¢G° )= @+bj +¢* fa+bj* +q)
=a?+b?+c? +(ab+bc+ca)j? +(ab+bc+ca)j=a? +b*+c? = (@+b+c)
dou : |Z(T)|=|a+b+C|=|S(T)|.
Z(T) =0 puisque celaentrainerait S(T) = O qui est impossible d'aprés la question 1) de la premiére partie.

On rappelle que j2 = :T etque1+j+j2 =0.

_Z(T)+2(T) _2a+b(j+j*)+c(j+j°) _ 2a-b-c

cosq

2lz(T)| 2| z(T)]| 2la+b+c|
sng = ZT)- 2(T) _ b(i/3)- c(iv3) _ (b- 0)v3
1azm] T 2lzm)| 2a+b+c|

2) Soit Z, = X, + 1Yy, un complexe non nul. Cherchons sil existe destrios T = (a; b; C) tels que
Z(T) = z,.
Il faut donc que a, b et ¢ vérifient a+bj +¢j* = z, et doncaussi a+bj* +Cj :Z_O et | z, | :|a+b+c|.

Par addition et soustraction des deux premiéres égalités, on obtient: 2a- b- ¢ =2x, et (b- )3 = 2y,.

Supposons d'abord que | Z, | = a+b+c. Encombinant lestrois équations obtenues, on obtient
e

Pour vérifier quil sagit bien dun trio, il suffit de remarquer que Z, = @+ bj + Cj * est bien vérifiée et donc les

nombres a, b et ¢ ne sont pas tous nuls puisque Z, * O et d'autre part | z, | =za+b+c donc
2 H .
|ZO| :(a+b+c)2:3-2+b2+02+2(ab+bC+Ca)malsauss

|2,|" =a? +b? +c? +(ab+bc+ca)(j + j2) dou par soustraction ab+bc+ca=0.

Supposons maintenant que | z, | =-a-b-c.

-|20|3+2><o,b:-lzol->:<;+yox@et

On obtient ainsi une deuxiéme solution: a =

co 1Bl % ¥0V3
: .

Chague nombre complexe non nul est donc ainsi associé a deux trios différents T det T @.

On auraremarqué que S(T 9 et S(T® sont opposés.
Siletrio T¢est (a; b; C), on peut éventuellement vérifier que

_aa-2b-2c -2a+b-2c -2a-2b+co
Te¢=¢ X X <.
e 3 3 3 g
3soit T,=(a ;b ;c)eT,=(a,;b,;c,) deuxtrios
Formons le nombre complexe z(T,)z(T,) . Il est non nul comme produit de deux complexes non nuls. Il existe
donc, d'aprés 2), deux trios T det T Gtelsque z(T Q = z(T,) z(T,) et z(T® = z(T,)z(T,) .
On adonc | Z(T‘M :| S(T(M :| Z(Tl)Z(T2)| :| z(T,) || z(T,) | = | S(T,) || S(T2)| :| S(rl)S(Tz)| :
Lesréels S(TQ et S(T,)S(T,) ont laméme valeur absolue : sils sont égaux, le seul trio vérifiant les deux
égalités demandées est donc T, * T, =T ¢. Sinon, onaura S(T,)S(T,) =- S(TY = S(TH et donc
T,*T, =T«

Z(T))=a, +bj +C1jzv (T,)=a, +Db,] +Czj2 d'ot
2(T)2(T,) = @y +byj+¢,j2 Ja, +b,j +c,j?)
= (a,a, +bc, +b,c )+ (ab, +ba, +cc,)j + (ac, +ca, +bb,)j’



Appdlons Tletriplet (A=a,a, +b,c, +b,c, ;B =(ab, +ba, +c.c,); C = (ac, +ca, +hb,))
On vérifie en dével oppant que

S(T,)S(T,) = (al +b + ClXaZ +h, + Cz): A+B+C.

Onaauss :

|2(T)2(T,) | =] 2(T)|| 2(T,) | =| ST || S(T,) | =|a, +b, + ¢, | @, +b, +c,| =| A+B+C].

En procédant exactement comme dans la question 2), on prouve alors que T est bien un trio qui vérifie donc ala
fois S(T,)S(T,) = S(T) et 2(T,)(T,) = z(T).

Onendéduitque T =T, * T,.

z(T,)z(T,) = z(T, * T,) donc un argument de z(T, * T,) sobtient, & 2p pres, en goutant un
argument de Z(T,) avec un argument de z(T,) .

Z(Tl*'I:l) = Z(Tl)Z(I:l) =zZ(T,)z(T,) =| Z(T,) |2 est un réel positif ; un de ses arguments est 0.

4)S T, et T, sont reduiits, dlors S(T,)=1et S(T,)=1 dou S(T,*T,) = S(T,)S(T,) =1e T,* T, est
bien réduit.

Si T, et T, sont entiers, il est clair, d'aprés I'expression donnéeen 3) deT, * T,, que T, * T, est Iui aussi entier.
Si T, et T, sont primitifs, T, * T, nel'est pas forcément comme le montre le contre-exemple suivant :
T,=T,=(2;2;-1), T,*T,=(0;9;0).

5) On vérifie directement sur la formule établie plus haut donnant T, * T, :

T*T, = (A: aa, +bc, +b,c ;B= (a1b2 +ba, + Cch); C= (a1C2 tGa, + ble)) que
T,*T,=T,*T,,ans que T,* ;0; 0)=T,.

Pour établir I'égalité (Tl *T, )* T,=T"* ('I'2 * T3), on utilise encore 2).

2((r, > 1, T, )= 21, * T, )T ) = 21, ) (T, )2(T, ) et de meme 2(T, = (T, * T,)= (T, )e (T )=(T, )
etencore S((T, * T, )* T, )= S(r, * T, )s(1, ) = (1. )s(T, )s(T) e

S(Tl * (T2 *T, ))2 S(Tl )S('I'2 )S(T3). Comme on I'avu dans 2), deux trios qui ont |la méme image par les
applications z et S sont égaux : ('I'1 * Tz)* T,=T* (T2 * T3).

6) L'équation T, * T =T, est équivalente aux deux équations Z('I'1 * T) = Z(Tz) et S('I'l * T) = S(TZ), Clest

adire 2(T, J2(T)= (T, ) et S(T,)5(T) = S(T; ).

z(T.
z(T,) n'étant pas nul d'aprés 1), Z(T) = %_23 . D'aprés 2), on sait qu'il y a exactement deux trios vérifiant
z 1

«(T,)

T
cette égalité, puisque (T ) est un complexe non nul. De Z(T)= Z(TZ), on déduit | z(T)| = | Z( 2)| Cclest-
1

(1) (1)

adire | S(T)| = % ou | S(Tl)S(T)| =| S(T2)|'

Lesdeux trios T concernés ont leur images par S opposées ce qui signifie que I'un d'eux vérifie bien

(T, )S(r) = S(T, ) mais que lautre vérifie S(T, )S(T) = - S(T,,).

Nous venons de montrer que I'équation donnée admet toujours un trio solution unique.
soit T, =(a, ;b ;¢)eT,=(a,;b,;c,) deuxtrios

Passons au calcul explicite du trio T solution unique de I'équation T, * T =T,.

Il faut que:

)= ZL) 2 tbiteit Gy +byjtei ) +bj’+a))
(1,) a+bj+cj® +bi+ci®fa+bj’+cj)
a,a, +bb, +C1C2 a:l.b +b102+01a2 - a1C2+b1a2+C1b2 2
z(T) = Jt j
a’ +b’+c¢’ a’ +b’+c’ a,’ +b’+c’
Il faut ensuite vérifier s letrio:
8%11a+b+c_b+c+a_c+a+cb_
2 by Clz,alzz b122 C122,a12 b3, 2 = est bien celui cherché parmi
a’ +b’ +c, a,° +b" +¢ a’+b’+c’® 5

les deux trios possibles qui correspondant & ce nombre complexe.




Pour ce faire, on doit examiner si I'égalité S(T1 )S(T) = S(T2 ) est vraie.
Or effectivement :

S(r)s(r)=(a, +b, +c, )a;ia 2 * b, +CC, +31:1 ++bl;lc :;a ,+ac, +ha, +cb, 0
ﬂ

2):a2+b2+02 =8(T,)

b +c Ya, +b, +c
(,+b +c)

T est bien la solution cherchée.

=(a1+b1+0‘(a1+

7) Montrons par récurrence que : S(Tn) = S(T )n pour tout entier n.

S(T,) =1+0+0=1; I'égdlité est vraie pour N =0.

Supposons que |'égalité soit vraie pour un certain entier n

S(T,.,) = S(T)S(T, )= S(T)S(T) = S(T)™ : régalité est donc vraie pour n+1.
D'aprés le principe de récurrence, I'égalité est vraie pour tous les entiers.

On obtient de fagon similaire z(T.) = z(T ).

Considérons maintenant I'équation : T, =T, . Elleéquivauta S(T,) = S(T,) eta z(T,) = z(T,) , cest-&
direa S(T)P =1 e z(T)" =1.
1% cas: p est pair. Dans ce cas Z(T)? =1 entrainera | Z(T)|p = S(T)|p = S(T)P =1 et donc tout trio

pour lequel Z(T) est une racine p-iéme de I'unité conviendra.
Il'y ap racines p-iémes de I'unité et chacune d'entre elles est I'image par z de deux trios.
Notre équation auradonc 2P solutions.

kp O kp O
Plus précisément les racines p-iemes de |'unité sont les complexes Z, = CO ——+|Slng D :
2
1+2
O£ Kk < p et achacune delles correspond les deux trios (ak ;b ;Ck) ta = 3Xk ,
b, _1- X, + Y3 e _1-x - Y3
3 3
Sl+2x e _1-x 0t Yk\/§ ¢_1- X - Yk\/§
et?k,bk,ckv. 3 . b, L i et
. . . - _ 0 0-00&1.2.29
A titre d'exemple les trios solutions de I'équation T, =T, sont (1, 0; O), (— 1;0; O) ¢ - o =T
& 3'3'3g
& 2 ) 29
&3’ 3’ 3pg
2°™ cas: p est impair. Danscecas Z(T)P =1 est nécessaire ainsi que S(T) =1.
1+2 1- x, + 3
Notre équation aura p solutions, & savoir lestrios (ak ; b, ;Ck) ca, = 3Xk , b, ZXKTM et
1- x - 3 y . y
Ck :Xk—yk\/_ avec Xk = CO ﬂﬁget yk :sn@g'0£k< p
3 P g P g

A titre d'exemple les trios solutions de I'équation T, =T, sont (1; 0; O), (O 01 O) et(O; 0; 1).



Quatrieme partie

1) Soit z=u+ ivy/3 et z¢= ut+ive/3 deux démentsde AC,
I1s sont non nuls donc leur produit I'est également.

z26= (1 +iv4/3 u6+ ive/3 )= (e 3wh+i(ve+ ud). u,v, ud et Ve ant desentiers, UG- 3l et
uve+ ud sont bien desentiers.

Soit maintenant M= u? +3v? et m¢= u€ + 3vE# deux déments de A.
En prenant les carrés des modules dans |'égalité précédente, on obtient

mm¢= (JZ +3v° XJ‘E +3v€ )= (Lug- 3wdy +3(uve+ u&y ce qui montre que MM est un élément de
A

2) Soit p un nombre premier de A, donc delaforme p = u? + 3v2, et supposons que p ne soit pas égal a 3.
u ne peut étre un multiple de 3 sinon p serait un multiple de 3 autre que 3 et ne serait pas premier.
u peut donc &redelaforme U=3g+1 ou u=3q+2.

Dans e premier cas, on obtient : p- 1= 3(3q2 +2q +V2) et dans le deuxiéme :
p-1= 3(3q2 +4q+1+ Vz)cequi termine la preuve.

3) Soit m un élément quel conque de A.
m sécrit sous laforme M= u? + 3v?, ol u et v sont des entiers,
m peut aussi sécrire M= (U - V)® + (U - v)(2V) + (2v)? ce qui montre que m est dans B puisqu'il sécrit

souslaforme n=r? +rs+ Sz,oUretssontI&sentiers r=u-vetsS=2v.

Réciproquement soit n un éément quel conque de B.
n sécrit souslaforme N =r? +rs+s? ,our et ssont desentiers.

.2 ..
. - " &, SO0 50 .
Si sest pair l'identité r’+rs+s?= cr +—=+ +3(;—+ montre que n est bien dans A.
€ 2g €e2g
.2 ..
S
Si r est pair on utilisera l'identité : r’+rs+s? :(éer +—2 +3¢3§9 .
e 2g €2g

Enfin s r et ssont tous deux impairs, fera: r’+rs+s?=

4) Soit m=u? + 3v? un éément quelconque de A.
Si mest pair, il est impossible que u soit pair et vimpair, ou que u soit impair et v pair.
Il reste & examiner deux cas.

Si u et v sont touslesdeux pairs: U =2ul, v=2vlet m= 4@@ +3V¢Z).

Si uetvsont touslesdeux impairs: U =2uC+1, v=2vl+1l et m= 4@@ +3ve +u¢+3v¢+1).
Dans les deux cas, on a obtenu un multiple de 4.

Montrons par récurrence pour tous les entiers naturels non nuls la propriété p(n) suivante :

Si n appartient A A, n sécrit souslaforme N =4%(2q+1).
P(1) estvérifié: 1 est dans A, mais sécrit bien sous laforme demandéeavec g =k =0.
Supposons que pour un certain entier n la propriété soit vraie pour tous les entiers strictement inférieurs an
(hypothése de récurrence) et examinons si la propriété reste vraie pour n.
S nn'est pasdans A, il n'y arien adémontrer, |a propriété est vraie pour n.
Si nestdansA et nest impair, n sécrit N =4(2q+1) avec k =0.

SinestdansAetnestpair: N = u? +3v? avec u et v de méme parité.
.2 )
n -V -V
En reprenant I'égalité N = (U- Vv)? + (U- Vv)(2v) + (2v)®écrivons: — = g@l- Vo +8m—+v+vz. Cela
4 e 2 g e 2 g

n
montre que Z est un élément de A. Commeil est strictement inférieur an, I'nypothése de récurrence indique

n
quil sécrit sous laforme 2 =4*(2q+1), doi n =41 (2q+1) . Ceci termine la preuve par récurrence

annoncée.



5) a) Supposons quiil existe un entier m comme décrit dans I'énoncé. m est donc de laforme m = Kkp, k
désignant un entier naturel non nul. L'ensemble E des entiers naturels non nuls n pour lesquels in A n'est pas
vide, puisgue cet ensemble contient k. Soit N, le plus petit éément de E. (Tout ensemble non vide ne contenant
gue des entiers naturels a toujours un plus petit élément).

Supposons que N soit pair. N, P est donc pair et élément de A. D'aprés 4) N, P est divisible par 4. Puisgque m
est impair, p est différent de 2 et, étant premier, est premier avec 4.

L e théoréme de Gauss permet alors d'affirmer que N, est divisible par 4. De plus, il aété montré dans 4) que,

n
NP _ Z—p appartient a A. La contradiction est que ZO ne peut cependant appartenir
e

aE puisque N, (> 0) est le plus petit éément de E.

dans ces conditions ——

On en déduit, par I'absurde, que N, estimpair. Remarquonsque N, * 1.

b) Soit u=qgp+r, O£r < p ladivision euclidienne de u par p.

SOEr <g,on prendra UC=T et UC- U =- gp est bien un multiple de p.

g £r<p,onprendrau¢=r- p et u¢ u=-(g+1)pestbien un multiple de p.

P

Notons que p étant impair, I = g est impossible et on a dans les deux cas | u¢| < E .
On procéde de maniére similaire pour v.

L'égalité u€ +3v€¢ = (ch - u2)+ 3(/¢2 - v2)+ (12 +3v2): (u¢ u)(uC+u) + 3(ve- V)(Ve+Vv) + m
montre que u® +3v€est un multiple de p puisgue les trois termes du membre de droite le sont.

u® + 3v¢ est un éément de A multiple de p, donc de laforme u® +3ve€ = Kp, k étant un éément de E.

p p S
De|u¢|<— et |V¢|<— ontire kp:ufl'2 +3vf < = +35 = pz,d'ou k<p.
2 2 4 4
CommeKk est dansE et N, le plus petit entierdeE: Ny EK < p.
C) Nypestunéément deA: il existe deux entiers U, et V, telsque N, P = uo2 +3V02
Montrons par I'absurde que U, et V, sont premiers entre eux. Sils ne 'éaient pas, ils seraient tous deux

divisibles par un méme nombre premier pg.
En reprenant I‘égalité Ny P = (Ugy - Vy)* + (U, - VO)(ZVO) +(2v,) écrivons:

Nyp _ &l Vv, G2V, o RV, ',

— — - — — - —é g = qui est donc un entier de A.

p¢  &p¢ p% p¢ PiE Pty & Pey

S p¢=p, %‘5 =2 serait un entier or N, < p d'apres 5)b) et ce cas est donc exclu.
p

Sinon p et pfiiZ sont premiers entre eux. D'aprés |e théoréme de Gauss, puisque p(I? divise N, P et est premier

avec p alors pfiiZ divise N, .

n p aen,
gp@

U, et V, sont donc bien premiers entre eux.

5 n,
_pI A cequi signifieque —=1 E, contredisant le caractére minimal de n, dansE.

p¢

Si I'un d'entre eux était nul, I'autre devrait valoir 1 (ou - 1) ce qui donnerait Ny P =1 ou N, P = 3. Les deux

sont impossibles car N, est un entier non nul et p un nombre premier qui N'est pas dans A (et qui donc est
différent de 3).

d) Lapreuve est en tout point semblable a celle faite en 5) b).

n n n,2? N,
e De|u, | <2 et|v, | <2 ontire nyn, =u,* +3v,” < 2—+3-2-=n* dou n, <ny.
2 2 4 4

Remarquonsici que N, n'est pasnul car sinononaurait U, =V, =0 et U, et V, seraient tous les deux

divisibles par N, (> cequi est contradictoire avec le fait quiils sont premiers entre eux.



Considérons l'entier Ny°N, p = (102 + 3V02X112 +3v,° ): (uoul + 3VOV1)2 + 3(uov1 - voul)z.
Rappelons que U, © U, [mod.no] etv,°vV, [mod.no] et donc que
UgU, +3v,V, © U, +3v,” © 0 [mod.ng ] et aussi que gV, - VU, © UgV, - VU, © 0mod.n,].
Ces deux entiers étant divisibles par N, on pourrait donc écrire:
2
u+3vvo IV, - Vou, 0 < L - _ o
np= g ; +3§—: | A. Ceci signifieque N, | E constitue une contradiction
Ny (%]
avec l'inégalité n1 <N, puisque N, est le plus petit entier de E.

6) On sait dé§ja qu'un éément m quelconque de A sécrit sous laformem = 4% (20 +1) avec 2¢ +1 dément
impair de A, qui peut donc Iui-méme sécrire 20 +1=U? +3V . Soit D lePGCD deU et deV.U = Du,

V = Dv, u et v sont premiers entre eux.

m=4"(2q+1)=4"D>(u> +3*)= @' D (0* +3v*)

u? +3v? est donc impair, u et v sont premiers entre eux et d'aprés 5), tous les facteurs de la décomposition de
u®+3v? en produit de facteurs premiers sont dans A.

Enisolant lesfacteurs premiers qui interviennent avec un exposant impair dans la décomposition de u? + 3v?
et en lesnommant P, P,,K P, on peut alors écrire m sous la forme annoncée.

7) @) Choisissons pour X et pour y deux entiers quel conques strictement compris entre O et p et considérons
I'équation Xyz- 1 =Kp dinconnuesk et z p est premier avec x et avec y donc avec leur produit. Le théoréme

de Bézout indique que cette équation admet au moins une solution (Z0 » Ko ) On écrit alors

Xy(z- z,) = (k- k,) p etl'utilisation classique du théoréme de Gauss montre que la solution générale de
l'équation est (z, +hp ; k, - hxy) ot h désigne un entier quelconque. 11 existe donc une solution (Z ; k)
uniquetel que O£ z < p (lereste deladivision euclidienne de Z, par p). On voit de plus d'aprés I'équation
gue z ne peut étre nul.

Il'y adonc autant de triplets (X 'Y Z) solutions qu'il y ade choix pour (X ; y), puisque a chaque couple
(X ; y) peut étre complété par une valeur z unique.

Il'yadonc (p- 1)2 solutions possibles. ( P - 1 choix possibles pour x et P - 1 choix possibles pour y).
Le nombre total de solutions (X VY Z) estdonc (p- 1)?: p- 1 éant unmultiplede3, (p- 1) estun

multiple de 9.
Le nombre de solutions (X 'Y Z) formées de trois entiers distincts est un multiple de 6.

En effet elles peuvent étre regroupées par paquets de 6, (X; v, Z) Se regroupant avec (X; Z; y), (y; Z; X),
(vix;2), @:ix;y)e(z;y;x).

Les solutions formées de deux entiers distincts peuvent étre regroupées par paquets de 3, comme (X ;X y),
(<5 vy x)e (v x; x).

Par soustraction le nombre des solutions restantes, qui sont celles de laforme (X VX, X) est un multiple de 3.

b) Le nombre d'entiers x comprisentre 1 et - Lpour lesquelsp divise X° - 1= (X- 1)(X* + X +1) est donc
un multiple de 3. Un de ces entiers x est 1. 1l y aau moins deux autres solutions. Mais si x est différent de 1,
0<X-1<p- 2 et X- 1 estpremier avec p. D'aprés le théoréme de Gauss p divise donc X + X +1.
Remarquons que X° + X +1=x? + XL+1? est un dément de A. De I'égalité X < p- 1, on déduit

x* +x+1<(p- 1f +(p- D+1<(p- 1f +2(p- D+1=p.

p2 ne divise donc pas X? +x+1. D'aprés 6) p fait donc partie, dans I'écriture de X? + X +1souslaforme

C?p,p,K p, ., desnombrespremiers p,, P,,K P, qui interviennent dans cette écriture avec un exposant
impair (en fait égal &1) et qui sont tous dans A.

Ce qui précede montre que les nombres premiers de A sont exactement 3 et tous les nombres premiers de la
forme 39 +1.

Les ééments de A sont exactement les entiers naturels non nuls qui, dans leur décomposition en produit de
facteurs premiers, ne font éventuellement intervenir des nombres premiers avec un exposant impair qui si ces
nombres premiers sont de laforme 3q +1 ou 3.



8) Soituntrio (@; b; c) vérifiant a+b+c=d et abc? 0.

D'aprés la question 5) de la deuxiéme partie, il existe un unique triplet (I’ 7S, t) d'entiersnon nulstelsquer et s
sont premiers entre eux, s est positif ettelsque a=r(r +s)t,b=s(r +s)t ee c=-rst.
a+b+c=(?+rs+s?)=d; r?+rs+sest doncun dément de A

On avu dans 3) comment écrirel 2 +rs+s® souslaforme U? +3v? suivant laparitéder et des

.2 .2 .2 '
s a5 r
r2+rs+s° =§+—9 +3g—9 r?+rs+s? =8%+—9 +38E£9 ou
e 2g e2g e 2g é2¢g
2 .2
as-TIo A +S0O

r’+rs+s’=¢g——= +3——+ .
e29g e2g¢g
Montrons que dans les trois cas les nombres u et v utilisés sont des entiers premiers entre eux. Examinonsle

s S ..
premier cas: si un entier k divise E etr +§ , il divise aussi leur différencer et aussi S = 2@59 donc il ne
ecg

S S
peut valoir que 1 ou - 1 puisquer et s sont premiers entre eux. E etr+ E sont donc premiers entre eux.

S-T r+s
L e deuxieme cas étant semblable au premier, examinons le troisiéme : si un entier k divise T et T Jil
divise aussi leur somme et leur différence, doncr et s; il ne peut valoir que 1 ou - 1 puisquer et s sont premiers

S-T r+

S
entre eux. et T sont donc premiers entre eux.

Remarquons aussi danslestroiscas: r impair et s pair, r pair et simpair ou r impair et simpair |'entier
r2+rs+s? et toujoursimpair. r et s ne sont pas simultanément pairs puisqu'ils sont premiers entre eux.

Finalement r? +rs+s” =u? + 3v? est un entier (positif) impair de A . Il ne peut étre égal a1 car la
condition abc ! O entraineque r * 0, S O et r +s O : aucune des expressions

2 2 2 2 2
S .. rE .. ST g
§+—9 + 6§9,§§+—9 + & 0 ou 85—9 +3§—9 ne peut valoir 1.

€ 20 éE2g° & 20 &2 €2 g &2 g

r2+rs+s? =u? +3v? admet donc un diviseur premier p : lerésultat de la question 5 montre que p est un
élément de A.

p divise donc aussi Q’Z +rs+ SZ) =d.

Réciproquement, si d (1 O) aun diviseur premier pdansA: d = d@, p peut donc sécrire sous laforme
p=r 2 +rs+s%. Lesentiersr et ssont premiers entre eux car sils avaient un diviseur premier commun,
p=r 2 +rs+ s? serait divisible par le carré de ce nombre premier, ce qui est impossible.

Quitte aremplacer I'égalité p=r*+rs+s” par p=(r +5)* +(r +S)(- S) + (- S)?, on peut supposer

que s est bien positif. Enfin d ¢ est non nul (sinon d le serait).

Toutes les conditions sont donc réunies pour affirmer que le triplet (a; b; C) ca=r(r+s)dq,
b=s(r +s)d¢et c=-rsd¢estuntrio.

En résumé les é éments de D sont exactement |es entiers non nuls divisibles par au moins un nombre premier de

A. (On rappelle les nombres premiers de A sont exactement les nombres premiers de laforme 3¢ +1 réunis
avec le nombre 3).

9) La décomposition en facteurs premiers de ces nombres est :
2001=3" 23" 29, 2002=2" 7" 11" 13,2003, 2004 =2*" 3" 167, 2005=5" 401,
2006=2" 17" 59, 2007 =3°" 223, 2008=2°" 251, 2009=7>" 41 et 2010=2" 3" 5" 67.

Les nombres de D parmi ces nombres sont 2001, 2002, 2004, 2007, 2009 et 2010 car ils sont divisibles par un
nombre premier de A (3 ou 7). 2003, 2005, 2006 et 2008 en revanche ne sont pas dans D car tous leurs diviseurs

premiers sont delaforme 3q + 2.



