CONCOURS GENERAL DES LYCEES

SESSION DE 2001

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Classe terminale S)

DUREE: 5 heures

La calculatrice de poche est autorisée.
La clarté et la précision de la rédaction seroisigsren compte dans l'appréciation des copies.

Les premieres questions de chacune des quatreepatéi ce probléme sont indépendantes des autres
parties. Il n'est donc pas obligatoire de commerswar étude dans I'ordre indiqué.

Les candidats peuvent admettre les résultats djuestion, a condition de l'indiquer clairement sur
copie.

On appelle trio tout triplet de nombres réalsk{, 9 non tous nuls et vérifiant la relation
ab+bc+ca=0.

Lorsquea + b + ¢ =1, on dit que le triod, b,  est un trio réduit.

Les coordonnées sont rapportées a un repére orthahdirect(O; i, j) de l'espace.

Tournez la page S. V. P.
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Premiére partie

On note C lI'ensemble des points de coordonr&ds ¢ ou(a, b, § est un trio.
On notel” I'ensemble des points de coordonnéed (9 ou @, b, § est un trio réduit.

On note P le plan d'équatien+y +z= 1.
1. Existe-t-il des triosa, b, 9 telsquea+ b +c=07?
2. Montrer que C est une réunion de droites pagsaql et privées de ce point.

3. Montrer qud” est l'intersection d'un plan et d'une sphére dee®. Quelle est la nature
géomeétrique d€ ?

4. Donner la nature géométrique de C et l'illugbarun croquis.

5. SoitL un point fixé dd". Montrer que le volume V du tétraédre OLL'L", otét L " sont deux
points distincts d& et différents de Lest maximal lorsque les arétes issues de O sortaddaux
orthogonales et déterminer alors les coordonnéésetd." en fonction de celles de L.

6. Montrer que le produébcadmet un maximum et un minimum lorsque le pointa®rdonnées
(a, b, § décritI". Préciser les trios réduits réalisant ces extrésaum

Deuxieme partie

Dans cette partie et les suivantes, un tidy( g est ditrationnel lorsquea, betc sont des nombres
rationnels (éléments de I'ensemlilg ; il est ditentier lorsquea, betc sont des nombres entiers

relatifs (éléments de I'ensemlie) ; enfin un trio entier est dgrimitif sia, betc n‘admettent que 1 et
-1 comme diviseurs communs.

1. Déterminer la nature de I'ensemHlegdes points de coordonnéeasy(,1) tels quex, y, 1) soit un
trio. Montrer que le poinf), de coordonnées (-1, -1, 1) est un centre de sinuEH,. Quels sont

les points deH; a coordonnées entieres ?

2. Pour tout entier naturel non riylon noteZ, I'ensemble des trios entieis p, 9 tels quec = h.
DéterminerZ, pourh = 1 eth = 2.

3. Montrer queZ, est un ensemble fini et exprimer le nomN(fg) de ses éléments en fonction de celui
des diviseurs d&? dansZ . Montrer que 4 divis#l(h) - 2.

4. Pour tout entier naturel non riylon noteN'(h) le nombre de trios entierg,(b, 9 tels que I'un au
moins des entiera, bou c soit égal &. ExprimerN'(h) en fonction déN(h) selon la parité db.
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5. Montrer qu'a tout trio entiea (b, § on peut associer un triplat §, § d'entiers tels queet s soient
premiers entre eus,positif ou nul, et tels que I'on ait
a =r(r+ s, b = (r+s)t, C = —rst.
Enoncer et démontrer une réciproque. Pour quels @j b, J le triplet ¢, s, § n'est-il pas unique ?

6. Déterminer les triplets, (s, ) ainsi associés aux trios primitifs. En déduire gu@, b, g est un trio
primitif, alors|abc|, |a +b|, |b+c|et|c+a| sont des carrés d'entiers.

7. Pour tout entier naturel non riylon noteP(h) le nombre de trios primitifsa( b, g tels quec =h.
Montrer queP(h) est une puissance de 2. Pour quels ertiarsonP(h)=N(h) ? Expliciter une suite
d'entiers [in) telle que la suiteR(h,)/N(h,)) converge vers zéro.

8. Soit @, b,1) un trio. Montrer qu'il existe deux suiteg)(et /,) convergeant respectivement varst
b et telles que, pour tout, (X,, Yn, 1) SOit un trio rationnel.

9. Soit @, b, 9 un trio réduit. Montrer qu'il existe trois suiteg)( (yn) et @,) convergeant
respectivement veis betc et telles que, pour toat (X, Yh, Z,) Soit un trio rationnel réduit.

Troisieme partie

J3

On note j le nombre complexé&® c'est-a-dire—%ﬂ?.
Pour tout trioT = (a, b, 9onnote T =(a,c, B, YT)=a+b +cetzT) = a + bj + ¢j>.

1. Calculer le module d#T) en fonction d&§T). Peut-on avoig(T) = 0? Calculer le cosinus et le
sinus d'un argumerd dez(T) en fonction dea, betc.

2. Soitzy un nombre complexe non nul. Déterminer les ffigs(a, b, g tels quez(T)=z, .
3. Etant donnés deux trids et T,, montrer qu'il existe un unique trio, NGLET ,, vérifiant
S(Tl*Tz) = S(Tl)S(Tz) et Z(T]_*Tz) = Z(Tl)Z(Tz).
CalculerT* T, en fonction dd; et T,. Que peut-on dire d'un argumentaf&* T,) ? Que peut-on dire
d'un argument dgT\* T ) ?

4. SiT, etT, sont réduits, en est-il de mémeTier, ? SiT, et T, sont entiers, en est-il de méme de
T*T, ? SIiT, et T, sont primitifs, en est-il de méme @& T, ?

5. Comparer les trio§*T, et T* Ty, (T*T2)*Ts et T*(T2*T3), Ty et T*(2, O, 0)
6. Etant donnés les trids et T, résoudre I'équatiof*T = T, oul le trioT est l'inconnue.

7. Etant donné un tri6, on définit une suite de trio3) par To= (1, 0, 0) effhs1 = T*Th.
Calculer§T,). Etant donné un entig@; résoudre I'equatiof,, = To ou le trioT est l'inconnue.

Tournez la page S. V. P.
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Quatrieme partie

On noteA I'ensemble des entiensnon nuls tels qu'il existe deux entiersvtels quem= U + 3V,
On noteA' I'ensemble des nombres complex@®n nuls tels qu'il existe deux entiersvtels que
z=u+ i3 (on remarquera quef=u®+3v).

On note B I'ensemble des entianson nuls tels qu'il existe deux entiers tels quen = r? + rs + s°.

1. Montrer que le produit de deux éléments de padent a A', puis que le produit de deux éléments
de A appartient a A.

2. Montrer que, gb est un nombre premier élément de A, afprs3 ou 3 diviseg - 1.
3. Montrer que A = B (on pourra notamment remarquer’+rs+s=(r+s)? — (r+s)s+s’).

4. Montrer que 4 divise les éléments pairs de duetles quotients appartiennent a A, puis que tout
élément de A est produit d'un élément impair deaAyne puissance de 4.

5. a. Soit, s'il en existe, un entier impair= ¥ + 3V tel que les entiens etv soient premiers entre eux
et qui admet un diviseur premign‘appartenant pas a A. Montrer qu'il existe alorplus petit entier
strictement positifhy tel quenop appartienne a A. Montrer quig est impair.

b. Etablir I'existence de deux entiet®tV inférieurs en valeur absolue—z% tels quep diviseu' — u et

V' —v. Montrer quep divise I'entier non nuli*+3v* et queng < p.
c. Etablir I'existence de deux entiers non nulsniges entre euxp etvy tels quen, p= (f +3\.

d. Etablir I'existence de deux entieisetv; inférieurs en valeur absolue% tels queng diviseu; - Ug

etv; — V. Montrer quen, divise I'entier non nubi? +3v# que I'on noteraon,.
e. En déduire qu'un tel entierne peut pas exister (on pourra considérer I'enﬁe{p).

6. Montrer que tout élément de A s'éanit C* p, ... p.ol C est un entier naturel non nul et [esles
nombres premiers distincts éléments de A.

7.a. Soienp un nombre premier tel queddvisep - 1, et Kl'ensemble des tripletg,(y, 2 ou les
entiersx, yetz sont strictement compris entre (peet tels que divise kyz —1). Montrer que K
posséde - 1Y éléments, et que 3 divise le nombre d'élémenté e vérifiant pas=y = z.

b. En déduire qu'il existe un entiestrictement compris entre 1tel quep divisex® + x + 1, puis
quep appartient a A. Décrire les éléments de A.

8. Soit DI'ensemble des entieddels qu'il existe un trio entiea(b, g vérifianta + b + c = det

abc# 0. Montrer, grace a la questiénde la deuxieme partie, que tout élément dmBsede un
diviseur premier élément de A. Réciproquement,mpig-on dire d'un entier non nul admettant un
diviseur premier élément de A ?

9. En déduire les éléments de D compris au segs &rtre 2001 et 2010.



