Classe de Terminale S

Démonstrations a connaitre Spécialité : géométrie

Restitution organisée des connaissances

Pour chaque question nous rappelons la démonstration et nous essayons de proposer une mise en
situation... Lorsqu’il n’y a pas de démonstration demandée vous pouvez inventer une question...

1. Spécialité : géométrie
1-a: Toute similitude de rapport k (>0) est la composée d’'une homothétie de rapport k et d’une isométrie
1-b: Les isométries du plan sont les transformations z'= ¢24bou z'=e%Z+b
1-c: Caractérisation complexe d’une similitude
1-d : Propriétés des similitudes
1-e : Une similitude ayant deux points fixes distincts est soit I'identité, soit une symétrie axiale
1-f : Forme réduite d’une similitude directe
1-g: Propriété : « étant donnés quatre points A, B, A’, B’ tels que A# B et A’# B’, il existe une unique similitude
directe transformant A en A’ et Ben B’ ».

On suppose que le lecteur a quelques idées de base sur les similitudes, les isométries et les transformations
de base... Sinon il lui faut se reporter a un cours de TS.

On peut consulter notamment http://xmaths.free.fr/

1. Spécialité : géométrie

1-a : Toute similitude de rapport k (>0) est la composée d’une homothétie de rapport k et d’une
isométrie

Soit s une similitude de rapport k positif et /# une homothétie de rapport 7 La composée hos est alors

. 1 L
une similitude de rapport /e.z =1, c’est donc une isométrie f.

Onadonc hos=f @ htohos=h"of & s=h"of ot ’'homothétie #~* a pour rapport k.

Exercice (remplacement 2004, Amérique du Sud)

Soit A, et B, deux points du plan orienté tels que AyB, =8 . On prendra le centimétre comme unité.

Soit S la similitude de centre A,, de rapport % et d’angle 877[ On définit une suite de points (B,) de la

facon suivante : pour tout entier naturel n, B, =S(8,).

1. Construire By, B,, B; et B,.

2. Montrer que pour tout entier naturel #, les triangles AyB, B, ., et AyB,,,B,,, sont semblables.
3. On définit la suite (/,) par : pour tout entier naturel#, /, =B, B, ;.

a. Montrer que la suite (/,) est une suite géométrique et préciser sa raison.

b. Exprimer /, en fonction de n et [;.

c.Onpose X, =1y +/; +...4+/,. Déterminer la limite de X, lorsque # tend vers +eo .

4. a. Résoudre 'équation 3x—4y =2 ol x et y sont deux entiers relatifs.




b. Soit A la droite perpendiculaire en A, a la droite (4yB,). Pour quelles valeurs de 1, B, appartient-il a
A

Correction

3z

. . . S 1 i N
1. Rien n’interdit de prendre A, & 'origine et Bjenz = 8. Onaalors S:z > z'= Ee 4 z,d’ol en notant z,

affixe de B, : z,,4 =3¢ 4 z,,s0it z, =276 4z, =2—”e 4.
B1
B3
B4
A Bo
B2

. s . 3r o .
Enfin, bref, & chaque fois on tourne de 7 et on divise la distance par 2.

Ay = Ay
2.ParSona< B, > B, donclestriangles A,B,B,,; et AyB,.18,., sont semblables.
Bn+1 - Bn+2

1

8.a. I, =8,.18,. :EBan + :%ln puisque les triangles sont semblables et que le rapport de similitude

est 1/2.

bt =l =S
2" 2"
1
_2n+1
c. X, =lg+L+..+/,=8 1 —16.
1-=
2
4.a. 3x—4y =2 acomme solution évidentex = 2,y = 1:3.2 — 4.1 = 2. Soustrayons :
B2 a2 —Ay-1) =03~ =4y -De L2 ke
23a1p =30 D A D=0 S =D =D T ke

=2+4k
d’ot1 les solutions * , k entier relatif.
y=1+3k




. : . 3r . .
b. On voit sur la figure que B, est sur A ; en faisant 7 a chaque fois il faudra 4 coups pour revenir sur A,

les valeurs de n correspondantes sont donc n=2+4k.

1
Sinon on peut repartir sur z,=—e 4 zp=—¢ 4 qui est imaginaire pur lorsque

3’177[ = §+ k< 3n=2+4k & 3n—4k =2, soit les solutions précédentes.

1-b : Les isométries du plan sont les transformations z'=c’z+b ou z'=czZ +b
Il est immeédiat de montrer que ces deux types de transformations sont des isométries ; par exemple pour
2'=e%Z+b -

M(z) = M'(z)) et N(z) > N'(z,"), s0it M'N'=|z,'=z'|=|e?||%, -5 |=1|z 2| =] -z |= MN.

Il est plus délicat de montrer que toute isométrie est de cette forme : soit f une isométrie du plan muni
d’un repére orthonormal (O, I, J); on note (O, I', J) le repére image par f: ce repere est également
orthonormal d’apres les propriétés des isométries (conservation des longueurs et des angles, les isométries
positives conservant le sens des angles, les iso. négatives les renversant).

Prenons M(x ; y),on a OM = x67+y(7],M’(x’ ;') sonimage parf: O'M'=x'O'I'+y'O"']".
Calculons les produits scalaires :

OM.OI = 34(7]2 +y6f.(7[= x, OM.OJ = x(T].(T]+yO—]2 =y,deméme O'M'O'I'=x"', O'M'O']'=y".
Mais comme les distances et les angles sont conservés, on a

OM.OI :OM.O[.cos(O—/W,GY): O'M'.O'['.cos(O'M',O'I'):O'/[/I'.O'I'

ainsi que OM.O] =O"M. ']'d’oﬁ{ ':xet O'M'=xO'I'+y0O'J".
y =y

Passons maintenant en complexes : prenons dans le repére (O, I, J) les affixes: O(0) - O'(¥), O'T'(u),
O'J'(v) et M(z=x+1y).

* O'T' est normé donc |u|=1e u=¢?, @ réel quelconque.

* O'J' est normé et orthogonal a O'T" donc v =iu = ie' ou v =—iu=—ie" .

TO'M'=x0'I'+y0"']' & z'-b = xu+yv d’ou les deux possibilités :
z2'—b=xe +ipe® =¢%2 2'=e%2+40
z'—b=xe —iye® =% 2'=e%Z+b

1-c : Caractérisation complexe d’une similitude
Les deux résultats précédents donnent immédiatement que si s est une similitude de rapport £ > 0, elle est

delaforme z—L—>z'=e®z+b—sbz'v f=ke®z+kb+f=ke®z+c
oudelaforme z—L—z'=eZ+b—"skz'v f=ke®Z+kb+ f=keZ +c.

En fait ke est un complexe a quelconque de méme que ¢, ce qui donne z'=az+c¢ ou z'=aZ +c.

Exercice (National 2004, remplacement)

L'exercice comporte une annexe, a rendre avec la copie.




A et C sont deux points distincts du plan ; on note I" le cercle de diametre [AC] et O le centre de T" ; B est
un point du cercle " distinct des points A et C.

Le point D est construit tel que le triangle BCD soit équilatéral direct ; on a donc ( BC,BD ) = +%(27L’) .

Le point G est le centre de gravité du triangle BCD.

Les droites (AB) et (CG) se coupent en un point M.

Partie A

1. Placer les points D, G et M sur la figure de la feuille annexe.

2. Montrer que les points O, D et G appartiennent & la médiatrice du segment [BC] et que le point G est le
milieu du segment [CM].

3. Déterminer 'angle et le rapport de la similitude directe s de centre C transformant B en /.

Partie B

Dans cette question le plan est muni d'un repere orthonormal direct (O ;i,7) choisi de telle sorte que les
points A et C aient pour affixes respectives —1 et +1. Soit E le point construit pour que le triangle ACE

soit équilatéral direct ; on a donc ( AC, AE ) = +§(27r) :

1. Calculer 'affixe du point E et construire le point E sur la feuille annexe.

3+i3 _ 1-in3
zZ+
4 4
caractéristiques de o et en déduire que o est la similitude réciproque de s.

2. Soit o la similitude directe d’expression complexe z'= . Déterminer les éléments

3. Montrer que Iimage £’ de E par o a pour affixe —%+i§ et montrer que le point E’ appartient au

cercle I'.

4. On note X le lieu des points M lorsque le point B décrit le cercle " privé des points A et C. Montrer que
le point E appartient a X .

Soit O’ I'image du point O par la similitude s. Démontrer que le point O’ est le centre de gravité du triangle
ACE. En déduire une construction de X.

A rendre avec la copie

Correction




2. [BC] est une corde du cercle I' donc OB = OC ; par ailleurs dans un triangle équilatéral le centre de
gravité et le troisieme sommet sont sur la médiatrice, ici sur celle de [BC]. (GC) est la médiatrice de [BD] ;

par ailleurs on a ABC = 90°, BCG = 30°, GBD =30° d’ott DBM =180-90-30—-30 = 30°, moralité M est le
symétrique de G par rapport a [BD] et GM = CG.

CM ,CG 243 243 2
coCc [Pt s 6
3. On regarde les images par s :{

=
bon e:(@,m)z—%@z)

Partie B
1.




2. z'=8+h/§z+l_l\/§ : 4=M=£ ﬁ z’1 =—866 donc rapport V3 et angle Z.  On
4 4 4 202 2 2 2 6
3+i/3  1-i3 3+i/3) 1-if3 1-i/3) 1-i4/3 ,
cherche le centre : z = , z+ 2 ez 1- 2 = ez 2 =2 < z=1, cest

donc C. La réciproque d’une similitude a méme centre, un rapport inverse et un angle opposé : c’est bien le
cas ici.

3. E est sur 'axe imaginaire, son affixe est i~/3 (hauteur d’un triangle équilatéral de coté 2). Son image a

—8 +;\/§ i3+ 1—;\/5 = 8iv8-8+1-i/3 = —2+2i3 = —l+i7 qui a évidemment pour

4 4 2

pour affixe z'=

module 1 et est donc sur I'.

4. Comme E'=0(E),ona E=s(E") puisques est la réciproque de ¢ ; comme E’ est sur I", E est sur X.

Lorsque B parcourt I", M parcourt le cercle de centre s(O)=0’ et de rayon 2 .

V3

On obtient l'affixe de O’ « facilement » en écrivant que

/s . .
2 2(\@ li}+1=—1+;+1=4.

NERENE]

Celle du centre de gravité de ACE est %( Zy+zc+zp )= M -

3 V3

E est un point de X et O’ son centre, la construction est faite.

20" T AC =ﬁe 6 (20 —2c) © 2o =_ﬁ

1-d : Propriétés des similitudes

* Les similitudes de la forme z'=az+5 sont associées aux isométries positives, elles conservent le sens des
angles : prenons trois points M, N, P et leurs images M’, N’, P’ ;




(ap+b)—(am+Db) Y

ATV "D P m
1 M'N', M'P -
onaaors( ; ) ag arg(gn+l¢)—(am+[7) n—m

- (WIN, 7P).

* Les similitudes de la forme z'= 4z +/ sont associées aux isométries négatives, elles renversent le sens des
angles : prenons trois points M, N, P et leurs images M’, N’, P’ ;

(M'N',M'P )—argp_ arg(afz+[7)_(aT+b) gu— rg(ﬁ_mj=—(M—N,M—P).
'—m' (anm +b)—(am+b) —-m n—m

* Conservation du barycentre : soit G le barycentre de { (M, @) ; (N, )}, M’ et N’ les images de /M et N,

alors m'=am+b, n'=an+b, g:%ﬁ(am+ﬁn)—>g':o{aiﬂ(am+ﬁn)}+b=a%ﬁ(am+ﬂn)+b;

montrons que G’ est le barycentre de { (M', &) ; (N, 5)} :

gl=—t (am'+,3n‘):aTlﬁ(aam+al¢+,Ban+,Bb):%(am+ﬂn)+ (ab+ Bb) = ag+b

1
a+f +p a+f
En fait cette propriété est suffisante puisque l'associativité du barycentre fait que ceci sera valable pour un
nombre quelconque de points.

Par ailleurs ceci permet de montrer d’autres propriétés simples comme la conservation du parallélisme.

1-e : Une similitude ayant deux points fixes distincts est soit l'identité, soit une symétrie axiale

Si notre similitude s’écrit z'=az+ b, elle a soit un seul point fixe z = rEpL soit une infinité lorsque a = 1
—-a
et b = 0 ; c’est donc l'identité si elle en a plus que un.

Sielle s’écrit z'=az +b et qu’elle a comme points fixes u et v, on a :

b _Uu—-v U —uv
— —_ =[,{—u_ _= — —
{uzaqub {u=au+b T-v -7 y—v

N _ =>z-u=——(z-u).
v=av+b u—v=alu-v) gV u-yv

u-v
Cette derniére écriture est celle d’une réflexion d’axe (uv), ce que le lecteur vérifiera aisément...

Exercice (Polynésie, 2004, remplacement)

Le plan est muni d’un repere orthonormal direct (O;#,V). On prendra sur la figure 1 cm pour unité
graphique.
On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives —1+i, 3+2i et i~/2.
1. On considére la transformation f du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point
= f(M) d’affixe 2’ définie par :
z:%z 1+i(1+/2).
a. Calculer les affixes des points A’ = f(A) et C’'= f(C).
b. En déduire la nature de f et caractériser cette transformation.
c. Placer les points A, B et C puis construire le point B” = f(B).
2. a. Donner Iécriture complexe de ’homothétie i de centre A et de rapport /2 .
b. Montrer que la composée g=f ok a pour écriture complexe z"=(1+i)z -1+3i .
3.a.Soit M, le point d’affixe 2—4i. Déterminer 'affixe du point A =g(M,) puis vérifier que les

vecteurs AB et AN sont orthogonaux.




b. On considere un point M d’affixe z. On suppose que la partie réelle x et la partie imaginaire y de z sont
des entiers. Démontrer que les vecteurs AB et AM” sont orthogonaux si, et seulement si, 5x+3y =-2.

c. Résoudre dans Z? I'équation 5x+3y =-2.

d. En déduire les points A, dont les coordonnées sont des entiers appartenant a U'intervalle [-6 ;6], tels

que AB et AM” sont orthogonaux. Placer les points obtenus sur la figure.

Correction

On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives —1+7, 3+2i et i~/2.
1+7_ 1+1
la z'=——2-1+i(1+~2) : a'=— (1)) =1+i1+2)==i2 = 1+i+ 2 =141,
7% ( ) ﬁ( )=1+4( )
e

c —f(—i\/@)—lﬂ(ﬂﬁ):—i+1—l+z’+i\/§:iﬁ_

. T
1+ 1

V2

est une réflexion d’axe (AC).

b.On a

=1 donc f est une isométrie. Par ailleurs les deux points A et C sont invariants donc f

|
|
|
|
+
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
+
|
|
|
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2. a. h:z—>z'/z'—a=\/§(z—a)(:)z'=\/§z+a(1—\/27)=\/§z+(—1+i)(1—\/27)

b.g=f0h=Z—JLezl—L+z”:%%%E“—L+K1—J§)=%%%J§z+04+JXI<$5—l+K1+J§%son

, 1+i _ . ) a1+ ) .
2 :%[ﬁz+(—l—z)(l—\/§)]—l+z(l+\/§):(l+z)z+%(—1—1)(1—\/§)—1+1(1+\/§) ;

il reste a simplifier :

1+4 . . - 3 14i - A4
f(—l—z)(1—\/§)—1+z(1+\/§)— V2(1-32)=1+i (1442 ) = =1+ (V2 +2+14+42),




soit finalement z"=(1+/)z—-1+3: .

8.a. zp=2-4i > 2 =(1+)2+4i)-1+3i =-3+9i ; AB a pour affixe b—a=3+2i+1—i=4+i et AM] a
pour affixe zj—a=-3+9/+1-i=-2+8/ ; avec le produit scalaire on a: 4.(-2)+1.8=-8+8=0, les
vecteurs sont orthogonaux.

b. z=x+iy > 2" =(1+i)(x—iy)-1+3i=x+y-1+i(x—y+3) = 2" —a=x+y+i(x—y+2) ;

le produit scalaire donne 4(x+y)+1(x—y+2)=5x+3y+2 et est nul lorsque 5x+3y =-2.

c. On a une solution évidente : x = 2,y = —4 ; soustrayons :
Sx+3y=-2 2-x=3k x=2-3k
{5‘2+3(_4):_2:>5(x—2)+8(y+4)=0(:)5(2—x)=8(y+4)<:){y+4=5/€4:>{y=_4+5k,keZ.
_£3k3§
—-6<x<6 —6<2-3k<6 —-8<-3k<4 3 3 k=-1,0,1,2
‘{—63ys6‘:’{—6s—4+5/@s6‘:’{ 1 {k:O,l,Z £=0,1,2

2<5k<10 7| 2
==




1-f : Forme réduite d’une similitude directe

Une similitude directe s (avec a différent de 1, qui n’est donc pas une translation) a un point fixe : @, seul
»q p p )

. b
point tel que a):aa)+l74:>a)=1—.
—a
. (QTM,QM'):argZ_wzﬁ(Zﬂ)
On a alors z :az+b:z'—w=a(z—a))=ke’€(z—w)4:> o
OM |z-w

s est donc la composée d’une homothétie de rapport & et d’une rotation d’angle €, les deux de centre
Q).

Remarquez que si vous tombez dans vos calculs sur un rapport négatif, il suffit de rajouter £ a € pour
revenir & un rapport positif : —ke' = ¢ ke’ = e/

1-g : Propriété : « étant donnés quatre points A, B, A’, B’ tels que A+ B et A’ # B’, il existe une unique
similitude directe transformant A en A’ et B en B’ ».

Avec tous les résultats précédents c’est un jeu d’enfant :
on a les affixes a4, a’, b et I’. Si on a une similitude directe, celle-ci s’écrit z'=az+ f§ ; il suffit donc de
trouver @ et fen fonctiondea,a’,beth’.

A= A a'=aa+ B a'=aa+ B a:l:_a'
& & & —-a ;
BB \b=ab+ B |b—a=alb-a) ﬂ:a,_jm’
c’est tout.
Exercice 1

On considere un triangle OA,B, rectangle isocéle en O et tel que la distance A,B, soit égale & 4+/2. On
précise de plus que 'angle ( OA,, OB, ) est un angle droit direct.

On définit alors pour tout entier naturel # les points A, et B, de la fagon suivante :
— A, est le milieu du segment [A,B,] ;
— B, est le symétrique du point A, ,, par rapport a la droite (OB,).

1. Représenter le triangle OA(B,, puis construire les points A, By, Ay, B,, As, Bs.

2. a. Démonstration de cours. Démontrer qu'il existe une similitude directe et une seule qui transforme
Ayen A, et Byen B,.

b. Soit s cette similitude : préciser son angle et son rapport, puis vérifier que son centre est O. Démontrer
que, pour tout entier naturel #, la similitude s transforme A, en A, ., et B, en B, ;.

3. a. Démontrer que les points O, A, et A, sont alignés si et seulement si les entiers 7 et p sont congrus
modulo 4.

b. On désigne par Q le point d’intersection des droites (4,B,) et (B,4,). Démontrer que le triangle AB, est
isoceleen Q.

c. Calculer la distance A,B,.
d. Démontrer que QA) =4Q5, .

e. En déduire l'aire du triangle A,QB; .
Exercice 1 bis

On considere un triangle OA(B, rectangle isocele en O et tel que la distance A,B, soit égale & 4+/2. On
précise de plus que I'angle ( OA,, OB, ) est un angle droit direct.




On définit alors pour tout entier naturel # les points A, ,, et B, ,; de la facon suivante :
— A, est le milieu du segment [A,B,] ;
— B, .1 est le symétrique du point A, ,, par rapport a la droite (OB,).
1. Représenter le triangle OA,B,, puis construire les points A;, By, Ay, By, As, Bs.
2. Soit s la similitude directe de centre O qui transforme Ay en A;.
a. Déterminer I'angle et le rapport de la similitude s, puis montrer que la similitude s transforme B, en B;.
b. Démontrer que pour tout entier #, la similitude s transforme A, en A, ,, et B, en B, ;.

3. a. Démontrer que les points O, A, et A, sont alignés si et seulement si les entiers # et p sont congrus
modulo 4.

b. On désigne par Q le point d’intersection des droites (A,B,) et (By4,). Déterminer la valeur exacte de
l'aire du triangle A)QB, (tout élément de réponse, par exemple l'exposé d'une méthode ou la

détermination d’une valeur approchée, sera pris en compte).

Correction

2.a. Evident : angle = %, rapport = i Comme (?,O—AO):z la symétrie par rapport a

2 4’
(OBO)=(O,7) donne (635,@):(@5,0‘53):%; comme OB1=OA1=i

1
OAy =——OB,, |
=g O ke

1
rapport est encore —.

N}

b. Comme on répete la méme séquence d’opérations a chaque fois, la transformation qui envoie A4, sur A,

enverra A, sur A, ,,, et pareil pour B, et B, ;. Si on ne se suffit pas de cet argument, on peut reprendre tout,
mais c’est une perte de temps...




T
3. a. Si on prend le repere (O ; %@, %O—Bo)’ le point A, a pour affixe 4, A, a pour affixe 4%614, etc.
1 "o
d'olt A, : 4($j e 4 ;les points O, A, et A, sont alignés si et seulement si

P Zp T T
(OA,,,OA,,)zO[JZ']@arg—zO[ﬂ](:)nz—;ﬂzzlen'(:)n—;ﬂz%,/eeZ,

n
soit lorsque les entiers et p sont congrus modulo 4.
b. Le plus simple (lorsqu’on n’a pas d’indication, sinon reprendre la méthode proposée dans l'exercice

précédent) semble encore de déterminer les coordonnées de Q en cherchant I'équation de (A,B,) puis en
coupant par (y = x) ; Q est sur cette droite pour des raisons de symétrie évidentes.

4 .
i4=
Ay(4;0), B, a pour ordonnée l'abscisse de A,, soit 4(ij ¢ 4 =-1; la droite a pour équation

NG}

-4 -4
X 0 l‘: 0o -x+4+4y=0 dot Q a pour coordonnées (—g ; —g) ; on calcule la distance
y—0 -
2 2 =
QA) = \/( 4+§) + ( %j = % , aire du triangle est donc

2[%%%30 x QA, j:%wixg\h_ =%@.




