Terminale S juin 2007

La Réunion

1. Exercice 1

5 points

Soient 4 et b deux nombres réels strictement positifs tels que a < b.

On désigne par A et par B les points d’abscisses respectives a et # de la courbe I' représentative de la
fonction logarithme népérien dans un repere orthonormal (O;7, /).

Les points QQ et R sont les projetés orthogonaux respectifs des points A et B sur 'axe des ordonnées.

1. a. Donner 'équation réduite de la tangente T au point A a la courbe T".

b. Déterminer 'ordonnée du point d’intersection P de T avec 'axe des ordonnées.

Calculer la longueur PQ. En déduire une construction simple de T ; la réaliser sur la figure ci-dessous.

2. Restitution organisée de connaissances : on suppose connue la propriété

« Pour tout couple (x ; y) de nombres réels strictement positifs, on a In(xy) = In(x)+In(y). »

1 , : - 1
En déduire que, pour tout nombre réel m strictement positif, on a In~/m = Elnm .

3. Utiliser le résultat de la question 2 pour placer sur I'axe des abscisses le point G d’abscisse ~ab .
Expliquer la construction et la réaliser sur la figure (on laissera les traits de construction apparents).
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2. Exercice 2

4 points
Soit a un nombre réel tel que —1 < a < 0.

On considere la suite # définie par 4, = a, et pour tout entier naturel n, u,,; = u’ +14, .
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1. Etudier la monotonie de la suite 4.

2. a. Soit 4 la fonction définie sur R par h(x )= x% + x . Etudier le sens de variations de la fonction .

En déduire que pour tout x appartenant a lintervalle ]—1;0[, le nombre /(x) appartient aussi a
I'intervalle ]—1; O[.

b. Démontrer que pour tout entier naturel nona: —1 <u, <0.

3. Etudier la convergence de la suite 4. Déterminer, si elle existe, sa limite.

3. Exercice 3

6 points
X

On considere la fonction f définie sur R par: f(x)= fe n six=0etf(0)=1.
¢ -

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ;7, ).

1. a. Déterminer la limite de fen —oo.

b. Etablir que, pour tout nombre réel x non nul, f(x)= x( 1+ ) . En déduire la limite de fen +o0 .

et -1

2. Donner, sans démonstration, la limite suivante : lim—
x—0 e — 1

et démontrer que f est continue en 0.

3. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x, ona: ¢' > x+1, et que I'égalité n’a lieu que pour x = 0.

b. Calculer la dérivée f' de la fonction f et déterminer la fonction g telle que, pour tout nombre réel x non

nul, f,(x):—e’g(x)z :
(<-1)
c. Donner le tableau des variations de f.

4. Soient x un nombre réel non nul et les points M(x ; f(x)) et M'(—x ; f(—x)) de la courbe C.

a. Etablir que f(—x)= %1, puis déterminer le coefficient directeur de la droite (MAM’).

b. On admet que la fonction f est dérivable en 0. Que suggere alors le résultat précédent ¢

4. Exercice 4 (non spécialistes)

5 points

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O ;u,7). A, B, C désignent les points d’affixes
respectives a=-2v3, b=~/3-3i et c=2i.

1. a. Ecrire b sous forme exponentielle.

b. Les points A et C sont représentés sur la figure ci-dessous. Construire a la régle et au compas le point B
sur ce dessin (laisser les tracés de construction apparents).

2.On désigne par E le barycentre du systeme {(4;1);(C;3)} et par F le barycentre du systeme
{(A;2); B; 1)

R : . . s N3 3.
a. Etablir que laffixe e du point E est égale a —7+51 .
b. Déterminer laffixe f du point F.

p . €—¢ Py RN B P PR
3. a. Démontrer que le quotient P peut s’écrire ki ol k est un nombre réel & déterminer. En déduire que,
¢—

dans le triangle ABC, le point E est le pied de la hauteur issue de B. Placer le point E sur le dessin.

b. Démontrer que le point F possede une propriété analogue. Placer F sur le dessin.
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4. On désigne par H le barycentre du systeme {(4; 2) ; (B; 1); (C; 6)}.
Démontrer que le point H est le point d’intersection des droites (BE) et (CF). Qu’en déduit-on pour le
point H ¢

Correction

b. L’abscisse de B correspond au milieu de [OA] ; 'ordonnée est obtenue en tragant un triangle équilatéral
de base [OA].

1 N_ V3 3.
1+8(ZA +SZC)=Z(_2\/§+61)=—7+§I,

b f = (224 + 2 ) =5 (4B 43 -31) =3 -1,

2+1
NEEE- J3 1.
soeme_ gt Tyt B (HB-)(B-8) 4

- - = = i
_7+§i_ 3 +35f _3\2/§+§[ 8(—\/§+81) 3(3+9) 36

2.a.e=

On a donc (BT?, CE ) :% ; comme E est sur [AC] comme barycentre, (BE) est une hauteur de ABC.

b. Comme F est sur [AB], il ne peut étre que le pied de la hauteur issue de C :

f-c  —~[3-i-2i _—x/§—8i_(_\/§_8i)(\/§+i)_—4\/§. ==\
f-a —B-i+23 B-i 10 S 10 ’:(AF’CF)__E

donc F est le pied de la hauteur issue de C sur le coté [AB].

4. Avec les barycentres partiels, on a H le barycentre du systéme {(F ; 3) ; (C; 6)}, H est sur (CF) ; de méme
H le barycentre du systeme {(B ; 1) ; (E; 4)} donc H est sur (BE). C’est leur point d’intersection et donc
l'orthocentre de ABC.

5. Exercice 4 (spécialistes)

5 points

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O ; i, 7). A, B, C désignent les points d’affixes
respectives a=-2v/3, b=~/3-3i et c¢=2i.

1. a. Ecrire b sous forme exponentielle.

b. Les points A et C sont représentés sur la figure ci-dessous. Construire a la régle et au compas le point B
sur ce dessin (laisser les tracés de construction apparents).

c. Déterminer une mesure en radians de 'angle (Zz, ZB) et de 'angle (ﬁ, AC ) .
2. Les points E et F ont pour affixes respectives ¢ = —§+%i et f=—/3-i.

a. Démontrer que les points A, E et C, d’une part, et les points A, F et B, d’autre part, sont alignés.

, . e—c PSP A1 s A4 .
b. Démontrer que le quotient —— peut s’écrire ki otl k est un nombre réel a déterminer.

2 2 o 2 —C ;- N
Interpréter géométriquement ce résultat. On admet que, de facon analogue, ; p peut s’écrire k’i ol k’ est
un nombre réel non nul que 'on ne demande pas de déterminer.

c. Placer les points E et F sur la figure.
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3. On désigne par S la similitude indirecte dont I'écriture complexe est z — z'= %E 3.

Déterminer les images par S des trois points A, B et C.
4. Soit H le point d’intersection des droites (BE) et (CF). Placer le point S(H) sur la figure.
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