Classe de Seconde

Géométrie vectorielle et analytique Exercices Corrigés
1. Question de cours (c) 10. Equations de droites 3 (c)

2. Vecteurs (c) 11. Equations de droites, rectangle (c)

3. Colinéarité (c) 12. Equations de droites : Th. de Pappus (c)

4. Lecture graphique (c) 13. Equations de droites : Quadrilatére complet (c)

5. Droites/carré (c) 14. Equations de droites : Centres de gravité,

6. Construction (c) régionnement (c)

7. Equations de droites 1 (c) 15. Fabriquer un carré (c)

8. Equations de droites 2 (c) 16. Trois carrés (c)

9. Droites concourantes (c)

1. Question de cours (c)

Démontrer que si les deux vecteurs 4(x ;y) et ¥(x';y") sont colinéaires alors leur déterminant est nul.

Correction
Prenons deux vecteurs 4(x;y) et ¥(x';y") colinéaires. Par définition de la colinéarité, il existe un nombre
réel b tel que v = kii .

Onadonc:x” = kx et y’= ky. Calculons, le déterminant des vecteurs o et ¥ :

X!

det(ﬁ;;): g A= xy'=x'y = xky —kxy = kxy —kxy =0.
y

2. Vecteutrs (c)

Soit ABC un triangle quelconque. A’ le milieu de [BC], G le centre de gravité du triangle, D et E les points

tels que CD =%ZB et BE =%K€ . On note [ le milieu de [DE].

1. a. Montrer que Al =§fTB+%fTC .

b. Exprimer AA" en fonction de AB et AC .

c. Démontrer que les points A, A’ et [ sont alignés.

2. Démontrer que le point G est le milieu de [A]].

3. Prouver que les droites (BC) et (ED) sont paralleles.

Correction (en utilisant un repére)




1. a. Prenons le repere (A ; AB, A_C) ol A a pour coordonnées (0 ; 0), B(1;0) et C(0; 1). Des données de

construction on tire que E(l;lj et D(l;lj, soit I(z,z) ou encore E=EE+2E.
3 3 3°3 3 3

b. Les coordonnées de A’ sont A'(l;lj d'oti AA =lZE+lA_C .
2°2 2 2
. . — .\ |1/2 2/8 .
c. Faisons le déterminant des vecteurs : det(AA', AI) = 12 2/3 =0 ; on pouvait également remarquer
que 2AA"=AB+AC =%A—[ - ngﬂ.
2. Les coordonnées de G sont G(% ; %j d’ott AT =2AG et G est le milieu de [AI.
0-1 1 1] -1 2 ) 9
3. det ( BC, fﬁ) = 8 = dE ~3 +§ =0 donc les droites (BC) et (ED) sont paralléles.

1-0 1—l 1 2
3 3

3. Colinéarité (c)

Soit un triangle ABC.

1. Construire les points D et E vérifiant : AD = BC +2AB et AE=CB+CA.

2. Montrer que BD = AC . Que peut-on en déduire géométriquement ¢

3. Montrer que BE =2CA . Déduire de cette égalité et de la précédente que E, B et D sont alignés.

4. Soit I le milieu de [AB]. Justifier que CA+CB=2CI . Qu'en déduire pour les droites (AE) et (CI) ¢
Correction

1. facile !

2. BD=BA+AD =BA+BC+2AB=AB+BA+AB+BC = AC .
On en déduit que ABDC est un parallélogramme.

3. BE=BA+AE=BA+CB+CA=CB+BA+CA=CA+CA=2CA.




On en déduit que BE =2CA=-2AC =-2BD : BE et BD sont donc colinéaires, les points E, B et D sont
alignés.

4. Comme [ est le milieu de [AB], ona: IA+IB=0.
D'ott CA+CB=CI+IA+CI+IB=2CI+IA+1B=2CI.

On en déduit que, comme AE=CB+CA= CA+CB, alors AE=2CI. Si bien que AE et CI sont
colinéaires. Les droites (AE) et (CI) sont paralleles.

4. Lecture graphique (c)

Répondez directement sur le sujet.

1. En utilisant les informations données sur le dessin, déterminer une équation de chacune des droites ci-
dessous (on donnera des valeurs exactes, pas de justification).

Correction




1. (d1) : passe par (=5 ; 4) et (—1; 1), équation : =-3x-15-4y+16=0 = 4y+3x-1=0.

(d2) : passe par (4 ; 4) et (0; 1), coeff. directeur %, ordonnée & l'origine : 1, équation : y :%x +1.

(d3) : passe par (=5 ; —=5) et (2 ; 0), coeff. directeur g, 0 :§.2+p =>p= —g, équation : y :gx—g.
2. Les droites (d2) et (d3) ne sont pas paralleles : elles n’ont pas le méme coefficient directeur.
5. Droites/carré (c)
Soit ABCD un carré, E le milieu de [AB], F le milieu de [AD]. D
On pose AE = 1 ¢
n pose .
1. Donner les coordonnées des points A, B, C, D, E et F dans
le repere (A ; AE,AF).
2. a. Ecrire '’équation de la droite (BF). F
G
b. Soit G(% ,%) . Montrer que G appartient a la droite (BF).
3. Montrer que les points D, E et G sont alignés.
q p g A 2 B

4. Que représente G pour le triangle ABD ¢ Justifier.
5. Que peut-on en déduire sur la droite (AC) ¢ Justifier.

Correction

1.A(0;0), B2 ;0),C(2:2),D0;2), E(1;0) et FO : 1).

2a |72 0_2‘=1(x—2)—(—2)y=x+2y—2=0.
y=0 1-0

b. On remplace x et y par les coordonnées de G : %+2%—2 = g -2=0.0k.

Vo Ve _yp~=vVe _ 2/3-0_2-0 2/3_
xc _.xE xD_xE 2/8_1 0_1 1/8
4. (DE) est une médiane puisque E est le milieu de [AB], de méme (BF) est une médiane donc G est le
centre de gravité du triangle ABD.

2. Ok.

3. Calculons les coefficients directeurs :

5. (AC) est la troisieme médiane puisqu’elle passe par le centre du carré, soit par le milieu de [DB]. A, G et
C sont alignés. En fait la droite (AC) a pour équation y = x qui contient évidemment G.

6. Construction (c)

Le but de I'exercice est de construire un triangle A’B’C’ a I'intérieur d’un triangle ABC de sorte que
- A’ est le milieu de [BC'],
- B’ est le milieu de [CA’],
- C est le milieu de [AB].




On choisit le repére (A ; AB, A_C) : les coordonnées de A sont donc (0 ; 0), celles de B (1 ; 0) et celles de C
(0; 1). On pose les coordonnées de A’ : (a;a'), cellesde B’ (b;b") et cellesde C": (c;c").

{2 Mont c+1=2a a=2b . b=2c
.a.Montrezque 3 |, puisqueq ., etq o -
c+1=2a
b. Résoudre le systéme d’inconnues a, betc: 4 a=2b
b=2c

c. Résoudre un systéme similaire d’inconnues a’, &’ et ¢’.

2. Al'aide des résultats précédents montrez les relations suivantes :

AA':—E%;AC
AB':ZEJAC
7 7
A—':l—B+Z—C

7 7

3. Utilisez ces relations pour construire les points A’, B’ et C’ sur la figure jointe (les vecteurs de
construction doivent apparaitre).

4. Vérifiez que AC'=C"B' alaide des relations du 2. Qu’en concluez-vous ¢ Ecrivez deux autres relations
que vous pourriez obtenir de la méme manieére.
5. Curieusement les triangles ABC et A’B’C’ ont I’air semblables sur la figure. Qu’en pensez-vous ¢

Correction




. 2 c+1=2a .
1.a.A’ est le milieu de [BC’] donc - ; B’ est le milieu de [CA’] donc
0+c':a, ¢'=2a'
2
0+a 0+b
2 =b a=2b 2 -¢ b=2c
a'+1_b| o {a|+1:2b',enfinC’ est le milieu de [AB’] donc 04p . o {17':26'.
2 2
c+1=2a c+1=4b=8¢ 1=7¢ c=1/7
b.sa=2b < <a=2b e sa=2b = 3a=4/7.
b=2c b=2c b=2c b=2/7
¢'=2a' ¢'=2a' c'=2/7
c.sa+1=2b" = 3a+1=4c'=8a" = a'=1/7.
b'=2c b'=2c" b'=4/7
2. Les coordonnées de A’ dans le repere (A : AB, A—C) sont donc (; ;;), soit écrit sous forme vectorielle :
_— 41— . . 2 4 2= 4 _
'=7AB+7AC.Dememeles coordonnées de B’ sont 7,7 don AB'=7AB+7AC,enf1ncelles de
C’ sont (1,2) d’olt A_CQ'=EZB+2A_C.
77 7 7
3.
e e e e e D A 1o D e 2 . .
4. C'B'=C'A+AB'=AB'-AC =7AB+7AC—7AB—7AC =7AB+7AC=AC'. Ceci montre bien que
C’ est le milieu de [AB’]. On a de méme BA'=A'C' et CB'=B'A".

5. En fait ces triangles ne sont pas du tout semblables... sur la figure du début on voit bien que les angles

sont différents !




7. Equations de droites 1 (c)

Dans le repere orthonormé (O ; 7, /) on donne les points A(2 ; —4) et B(4 ; 2)

a. Tracez la droite (AB) et expliquez comment obtenir une équation de cette droite par simple lecture
graphique.

b. Déterminez par le calcul une équation de la droite (AB).

c. Déterminez une équation de la droite (D) paralléle a (AB) et passant par le point C(0 ; 3).

d. Déterminez une équation de la médiane issue de A dans le triangle ABC.




=l

20 4

Correction

a.L'ordonnée a lorigine est —10, le coefficient directeur est indiqué par les traits gras:
différence desy 6 _

différence des x T2

X2 ATl | m2) =2y + ) =6y =2y =20 =0 < Bx—y-10=0
.y+42_(_4)—x y =6x -2y =0 = 3x—y =0.
Mé fficient directeur3: 17~ 50 o 2343
C. eme coerricien 1recteur : 8:8.O+[7:y_ X .
d. On cherche le milieu de [BC], soit I(%;%j=@;%).
Equation de la médiane (Al) :
=2 2-2 | 13 13
=22k =2) -0y +4)=—x-13=0 o x=2.

pad 5/2-(-a) " 2 ¥ AT EH =N g

8. Equations de droites 2 (c)

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé O:1, f), on considere les points A(4;-2), B(-4;-1),
C(2;8) et H(-2;2).




1. Faire une figure et montrer que les points B, C et H sont alignés.
2. a. Calculer les distances AH, BH et AB.
b. Démontrer que le triangle AHB est rectangle en H.
3. Calculer I'aire du triangle ABC.
4. Soit (D) la droite qui passe par A et qui est parallele & (BC).
a. Déterminer le coefficient directeur de (BC) ou un vecteur directeur de (BC).

b. Déterminer une équation de (D).

c. Le point E( 75 gj appartient-il & (D) ¢

d. Quelle est I'aire du triangle BCE ¢

Correction

C(2;8) et H(-2;2).
244 —2+4
8+1 2+1

2.a. AH = [(-2-4) +(2+2)? =36 +16 =~/52 , BH = /(-2 +4)> +(2+1)’ =/4+9 =13,

AB=\J(-4-47 +(-1+2)* =J64+1 =65 .
b. Pythagore dans AHB : AH? + BH? =52+13=65= AB?.

1. B, C et H sont alignés : det (BC, BH ) = =18-18=0.

|6 2
19 3




3.Le triangle ABC a pour base BC et pour hauteur AH. Il suffit donc de calculer BC:

BC =(2+4) +(8+1)* =36 +81 =117 dbulanedutnangeABcr;%/U{Bcw:%V€§J117:39.

- — (6
4. a. Le coefficient directeur de (BC) est Ye Vs 2 = 3 ; un vecteur directeur de (BC) est BC = )
Xc—xp 6 2 9

b. (D) passe par A et est parallele & (BC) donc elle a méme coefficient directeur ou méme vecteur directeur :

. m=3/2 m=3/2 3 -
y=mx+tp < _2=4§+P@ —8:V :>y—§x ou bien
2
- x—4 6
* det (AN, BC ) = =9(x=4)=6(y+2)=0 = 9x-36-6y-12=0 = 3x=2y-16=0.
y+2 9

c.E(7;§j appmxmntaa));37—2_2—16:21—5—16:0.

d. L’aire du triangle BCE est la méme que celle du triangle ABC... (méme base BC et méme hauteur AH).

9. Droites concourantes (c)

On définit trois droites de la maniere suivante :
. . 3
* (D) passe par A(—=4 ; —1) et a pour coefficient directeur k

* (D,) passe par B(0; 2) et C(3; 0) ;

* (Dg) est parallele a 'axe (Oy) et passe par C.

1. Représenter ces trois droites.

2. Ecrire une équation de chacune de ces droites.

3. Déterminer leur(s) point(s) d’intersection deux a deux. Sont-elles concourantes ¢

Correction

1.

2. Dy : y:%x+[7 et —l:%(—4)+17:>l7:—1+3:2 ; on a donc y:%x+2

D,) : =2x-3(y-2)=0 = 2x+3y-6=0 ;

x=0 3-0
y=2 0-2




D;):x=3.
3. (D,) et (D;) se coupent en C évidemment.

(Dy) et (Ds) se coupent en un point U:x = 3et y =%(8)+2 =177.

(Dy) et (D,) se coupent en B: B est évidemment sur (D,), il est également sur (D,) car lorsque x = 0,
—§O+2—2
y 4 :

Ces trois droites ne sont évidemment pas concourantes.

10. Equations de droites 3 (c)

(Tous les résultats devront étre justifiés par calcul )

Placer dans un repeére orthonormal les points A(0 ; 1), B(4;3) et C(=2; ).

1. A est-il sur la médiatrice de [BC] ¢

2. Quelle est la nature du triangle ABC ¢

3. Quelles doivent étre les coordonnées de D pour que ABDC soit un carré ¢ Placer D.

4. Montrer que [, le milieu de [AB], appartient au cercle de centre C et de rayon 5. Placer I.

5. Soit les points £(2000 ; 1000) et £(2000 ; 1001). Lequel de ces deux points appartient a la droite (4B) ¢
6. Soit G(3996 ; 2004) et H(3996 ; 2005). Laquelle des droites (CG) ou (CH) est paralléle & la droite (AB) ¢
Correction

Pour le dessin, c’est facile !

On rappelle la formule de la distance entre deux points : AB = \/( xp=x4 )2+ (yp—va)?.

1. La médiatrice de [BC] est 'ensemble des points équidistants des points B et C. Il suffit donc de vérifier si
AB = AC.

AB=J(4-0)2+(3-1)2=420 =25 et AC=,/(-2-0)2+(5-1)2=+20=25.

Ainsi, AB = AC et donc le point A est bien sur la médiatrice de [BC].

2. D’apres la question précédente, ABC est, au moins, un triangle isocele. Serait-il, de plus, rectangle en A ¢
Calculons BC?=(-2-4)2+(5-3)2=36+4=40. De méme AB? + AC? = 20 +20 = 40. D’apres la
réciproque du théoreme de Pythagore, le triangle ABC est rectangle en A. Par conséquent, ABC est un
triangle isocele rectangle en A.
3. Etant donné que ABC est un triangle isocéle et rectangle, il suffit de chercher les coordonnées de D pour
que ABDC soit un parallélogramme. Or, ABDC est un parallélogrammesi et seulement si AB=CD c’est-a-
. Xp —Xc =Xp =X, xp+2=4-0 _ Xp =2
dire et donc , ce qui donne : .
{yp-ycwg-m {VD_5:8_1 {VD=7
Les coordonnées de D doivent étre (2 07 ) )

1+3

4. I est le milieu de [AB] ; ses coordonnées sont x; =% =2 ety =T =2.

La distance IC mesure IC =./(2+2)2+(5-2)2 = 5. appartient bien au cercle de centre C et de rayon 5.

2000 4
999 2

et C ne sont pas alignés. Par conséquent, E n’appartient pas a la droite (AB).

5. det ( AE ; E) = =4#0 :les vecteurs AE et AC ne sont pas colinéaires. Ainsi, les points A, E

—— —\ |2000 4 . .
det ( AF ; AB) = 1000 2 =4000-4000 =0 : les vecteurs AF et AC sont colinéaires, les points A, F et C

sont alignés, F appartient a la droite (AB).




3998 4
1999 2
et (AB) sont paralleles.
3998
2000 2
droites (CH) et (AB) ne sont pas paralléles.

6. det((f ; }TB) =‘ ‘ =7996-7996 =0 : les vecteurs CG et AB sont colinéaires, les droites (CG)

det ( CH : ZB) =‘ =7996-8000=-4#0 : les vecteurs CH et AB ne sont pas colinéaires, les

11. Equations de droites, rectangle (c)

Soit un repere orthonormé (O ;7,/) dans lequel on place le carré OCBA oit A a pour coordonnées (0 ; 4),
B(4;4) et C(4;0).

1. E le milieu de [BC] et F le point tel que CF =%@ ; montrer que les coordonnées de E sont (4 ; 2) et

celles de F(—Z;O).

2. Calculer les longueurs AE, AF et FE ; montrer que le triangle AFE est rectangle isocele.

3. Soit (d) la droite passant par O et parallele a (AE) et (d’) la droite (BF). Déterminer une équation de (d) et
une équation de (d’) ; calculer les coordonnées de leur point d’intersection /. Tracer (d) et (d’) et contrdler
graphiquement votre résultat.

4. On admet que [ a pour coordonnées (—;,;j Soit G le point d’ordonnée négative tel que le triangle

OFG soit rectangle isocele de sommet F. Placer G sur la figure ; déterminer les coordonnées de G et prouver
que les points A, I et G sont alignés.

Correction
1
xp==(4+4)=4 _4 04 L,
1. E le milieu de [BC] : 2 , @:%@@["Fw]:%[o_oja{w—o |
ve =5(4+0)=2 VF VE =

2. AE = J(4-0) +(2—4) =20 ; AF =/(-2-0)> +(0-4) =+20 ; FE =+/(4+2)> +(2-0)> =+/40 ; donc

AE = AF et AE? + AF? = FE?.

3. det (O, AE ) =0 OO A 4y =0 xr2y=0

' EITT T y-0 2-4 7]y 2|7 - e

det (B2, BF KA AN O )46y =4)=0  ~dx+6y-8=0

€ =l = = o =4y -9 = .
y=4 0-4| |p-4 -4 THTOUT y ,

x+2y=0 x==2y x=-8/7

Ox+3y-4=0 " |4p+3y-4=0 " y=4/7

4. G a évidemment pour coordonnées ( ;onaalors A, I, G alignés :

S -8/7-0 -2-0|_|-8/7 -2|_48 48
det (41, AC) =0 - 4)7-4 -2- 4‘ ‘—24/7 D

12. Equations de droites : Th. de Pappus (c)




/A'

On se donne les points A(1 ; 2), B(5; 4), C(u, v) sur (AB) et A’(=2;0),5'(2;0),C'(4; 0).

On note [ le point d’intersection de (AB’) et (A’B), J celui de (AC”) et (A’C), K celui de (BC’) et (B'C).
Montrer que [, /, K sont alignés.

(On pourra prendre = 7 par exemple et trouver 'ordonnée v de C).

Correction
L’équation de (AB) est : x=2y+3=0. Sion prend C a 'abscisse u, on a y =%8 .Avecu =7,0onaC(7;J).

On trouve les équations des six droites :

(AB"):2x+y—-4=0,(A"B):4x -7y +8 =0 et leur point d’intersection : I(%,%j ;
| | . . 14 20
(AC":2x+3y—-8=0,(A'C):5x-9y+10 =0 et leur point d’intersection : J i)

(BCY:4x-y=-16=0,(B'C): x—y—2=0 et leur point d’intersection : K(%,%j ;

il reste a vérifier que ces points sont alignés :

16 20 16 8
yiTyy _ 9 11 _176-180 _ -4 _1 VTR 9 3 _16-24_-8 _1
xy—x; 10_14 110-126 -16 4  x;-xg 10_14 10-42 -32 4
9 11 9 3

C’est bon.

Ceci est un théoréme général...




13. Equations de droites : Quadrilatére complet (c)

—~ E O A

On se donne les points A(6 ; 0), B(4 ; 4), C(1; 3).
Calculer les coordonnées des points D, E, F, G. Montrer que EE =
EG DF
Correction
On calcule d’abord les équations des droites (AB), (OC), (AC) et (OB), (BC) et (OA) :
(AB): 2x+y-12=0, (OC): 3x-y=0, (AC): 3x+5y-18=0, (OB): y-x=0, (BC): x-3y+8=0,
(OA): y=0.
On cherche E a lintersection de (OA) et (BC): E(0; —8) puis D a lintersection de (OC) et (AB):

D(%,%j Equation de (ED) : 9x—13y+72=0.

On cherche F a lintersection de (AC) et (ED): F(%B,gj et G a lintersection de (OB) et (ED):

5410

(G(18;18). Il reste a calculer les distances : DF =¥, DG =6~10, EF =T, EG =104/10 et on vérifie
. EF DG
aisément que —.——=1.
EG DF

Ceci est en fait une propriété générale ...

14. Equations de droites : Centres de gravité, régionnement (c)

Soit un repere orthonormal (O; i /) du plan et trois points A, B et C définis ci-dessous.

1. La droite (AB) a pour équation y = x + 3 ; la droite (AC) a pour équation x + 2y + 6 = 0 ; les points B et
C ont respectivement pour ordonnées 5 et —4.

B’ est le milieu de [AC].

Déterminez les coordonnées des points A, B, C et B’




2. Donnez les équations réduites de (AC) et (BC). Représentez les droites (AC), (BC) et (AB).
3. Calculez les coordonnées du point D de sorte que ABCD soit un parallélogramme.

4. Déterminez une équation de la droite (d) parallele & (AB) passant par B’ et les coordonnées des points
d’intersection de (d) avec les axes.

5. Quel est le centre de gravité du triangle ABC ¢

6. (d) et (AD) se coupent en E. (d) et (BC) se coupent en F. Donnez les coordonnées de E et F. Quelle est la
nature du quadrilatére ABFE ¢

7. Calculez les coordonnées de G, centre de gravité du triangle ADC, et déterminez le réel k tel que le point
G appartienne a la droite (d’) d’équation : 3x —y + £ = 0.
8. Représenter graphiquement, en précisant bien les bords, I'ensemble des points A dont les coordonnées
x=y+3>0
sont solutions du systéme : § x+2y+6=0.
x=2>0
Correction

1.A est a lintersection de (AB) et (AC). Ses coordonnées (x,;y,) sont solutions du  systéme
{y:x+8 <. {—x+y—8=0
c’est-a-dire

x+2y+6=0 x+2p+6=0"
En additionnant les deux lignes, on trouve : 3y + 3 = 0 et donc: y = —1. En reportant dans une équation,
il vient x = —4.

B a pour ordonnée 5 et appartient a (AB) d’équation y = x + 3. Son abscisse vaut 2.

C a pour ordonnée — 4 et appartient a (AC) d’équation ¥ + 2y + 6 = 0. On résout I'équation
x+2(=4)+6 = 0 ce qui donne x = 2.

B’ est le milieu de [AC]. Ses coordonnées sont donc : (% ; )/A_;)/C) = (—1 ; —gj )

2. Le vecteur AC a pour coordonnées : (xc =%4;vc =va ), ce quidonne (6; —3).

M(x;y) appartient & (AC) équivaut & AM et AC colinéaires ce qui équivaut encore &
x+4 6

déterminant( AM ; AC ) = 0, c’est-a-dire +1 -3

‘ =0 ouencore —3(x + 4)-6(y + 1) = 0.

Apres simplification, I'équation réduite de (AC) est : y = —%x -3.
Les points B et C ont la méme abscisse 2. La droite (BC) est donc parallele & 'axe des ordonnées, son
équation réduite est x = 2.

3. Pour que ABCD soit un parallélogramme, il faut que AB = DC . Appelons xj, et y;, 'abscisse et 'ordonnée

du point D. Les coordonnées de AB sont (6 ; 6) et celles de DC sont (2—x;,; —4—wx,). Les vecteurs sont
égaux lorsque leurs coordonnées sont égales : x, = —4 et y, = —10; conclusion D(—4 ; —10).

4. La droite (AB) a pour coefficient directeur 1. (d) est parallele a (AB) et a donc le méme coefficient
directeur. Son équation réduite est donc de la forme y = x + k.

Or (d) passe par le point B'( -1; —gj ; on trouve, en remplacant, k= —% . Une équation de (d) est donc :

Les point d’intersection avec les axes ont, soit une abscisse nulle, soit une ordonnée nulle.




Ces points ont donc pour coordonnées : (0 ; —%) et (% ;0 j .

5. Sur la figure, il semble que le centre de gravité du triangle ABC soit le point O. Pour le vérifier,
montrons que O vérifie la relation vectorielle : OA + OB + OC =0, en utilisant les coordonnées.
OA+OB+OC a pour coordonnées: (x, + x5+ xc; vu+ ys + Vo). Or x4+ x5 + xc = —4+242 = 0 et
ya+ys+ye=—1+5—-4 = 0. Donc la relation est vérifiée. Le centre de gravité de ABC est O.

6. Comme ABCD est un parallélogramme, (AD) et (BC) sont paralleles. D’apres 2. I'équation réduite de

(AD) est donc x = —4 (droite parallele a I’axe des orodnnées).
=-4
Les coordonnées de E vérifient donc le systéme {x 3/2’ soit E(—=4; —11/2). Les coordonnées de F
y=x-
srifient le systmed LFQ2;1/2)
vérifient le systéme y=x-3/2" ; .

Le vecteur EF a pour coordonnées : (2—(—4); (1/2)—(11/2)) = (6 ; 6). Les vecteurs EF et AB sont donc
égaux, ABFE est un parallélogramme .

7.50it G(xc;ye) le centre de gravité de ADC. Alors GA+GD+GC =0. Avec les coordonnées, cela se
(m4-x5)+(-4-xc)+(2-x5) =0

(-1=y5)+ (=10 =yc) +(-4-y5) =0

D’otl, apres résolution des deux équations: G (=2 ; —5). Comme G appartient a (d’), ses coordonnées
vérifient I'équation 3x — y + k = 0, d’oli : 3(=2) — (=5) + k = O et finalement : kb = 1.

8. Voir le graphique (un des c6tés est compris dans I'ensemble cherché).

traduit par : {
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15. Fabriquer un carré (c)

© A
V74

On se donne les points A(4 ; 0), B(4;4), C(0; 4), P(3; =2), Q(=1; =2),5(=2; =1), T(-2; 5).
U, V, Wet Z sont les centres des parallélogrammes OABC, OCTS, OSRQ, OQPA.

Montrer que UVWZ est un carré.

Correction

Les milieux de chaque parallélogramme sont donc :

U(4+o’o+4)=(2’2)7 V(0—270+5)=(_17§), W(—2—17—1—2)=(—_37—_3)
27 2 27 2 2 2 2 272

95295231}
2 2 2

On calcule les longueurs

2 2
UZ:\/(%—zj +(-1-2)* = %+9=@,UV:\/(—1—2)2+(2—2J = 9+l=€,etc.

2 2
Il nous faut vérifier Pythagore : VZ = (§+1) +(—1—§) = §+£ =E.
2 2 4 4 2
On a donc bien UZ? +UV? =8747+87r7=%=\/22 .

16. Trois carrés (c)

Soit les trois carrés accolés ci-dessous : le carré direct ABCD, le carré indirect CDEF et le carré direct EFGH.

A D E H

O 00




1. Reconstruire cette figure.
2. Placer le point I milieu du segment [BD] et J le point d’intersection des droites (BH) et (CD).

Les points I, | et F “semblent” alignés. On va déterminer par le calcul sils le sont ou pas !
3. Montrer que : CJ = % CD.

4. Choisir un repere judicieux (d’origine B(0; 0)) et donner les coordonnées de tous les points du plan.
(On ne justifiera pas sauf pour les points Let J).

5. En déduire alors par un simple calcul si les points [, / et F sont alignés.

6. En déduire que la droite (BH) coupe le segment [DF] en son milieu.

Correction
A D E H
I
g -
B C F G
1. Facile !
2. Idem !
3. Les droites (CG) et (JH) sont sécantes en B et les droites (CJ) et (GH) sont paralléles (puisque CDEF et
EFGH sont des carrés) donc d’apres le Théoréme de Thales, on a : 9 :E( = ﬁj dont on déduit que :
GH BG\ BH
g _mc 1
GH 3BC 3

Donc C] = %GH. Comme ABCD, CDEF et EFGH sont des carrés alors GH = CD d’oti, finalement,

1
¢ = =CD.
J 3

4. Le repere qui semble le “plus judicieux” est le repere (B ;éﬁf, %FA] qui donne des coordonnées entiéres
pour tous les points : A(0 ; 6), B(0; 0), C(6; 0), D(6; 6), E(12; 6), F(12 ; 0), G(18 ; 0), H(18 ; 6).

Comme [ est le milieu du segment [BD], x; =—=—==——=3 et y; =——==——=3 doul(3; 3).

Comme J est sur le segment [CD] et que CJ = %CD on obtient /(6 ; 2).

A(0;6) D(@®6;6) E H

1(353)

B(0;0) C©6;00 raz;0 G

5. Les vecteurs IJ et IF ont les coordonnées suivantes: IJ (3; —1) et IF (9; —3).




—— |3 9
On calcule : det(I/;IF) = 1 -3

‘ =-9-(-9)=0. Donc les vecteurs I] et IF sont colinéaires.

Par conséquent, les points /, ] et F sont alignés.

6. Dans le triangle BDF, les droites (DC) et (IF) sont des médianes (droites joignant un sommet et le milieu
du c6té opposé) et elles sont sécantes en J.

Or les trois médianes d’un triangle sont concourantes en un point appelé centre de gravité du triangle.
Donc J est le centre de gravité du triangle BDF et la droite (BJ) est une médiane. Elle coupe donc le coté
opposé en son milieu.

Bilan des courses, la droite (BH) coupe le segment [DF] en son milieu.




