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1.  Alignement de points

1-1 :   Quadrilatère

Dans un quadrilatère ABCD, on appelle I le milieu de [AC], J le milieu de [BD] et G le point défini par : 
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1. Montrer que G est le barycentre de (A, 2), (B, −1), (C, 2) et (D, −1).

2. En déduire que les points I, J et G sont alignés.

1-2 :  Construction (c)

Soit ABCD un quadrilatère, I le milieu de [AC] et J celui de [BD]. 

Soit K le point défini par 
[image: image2.wmf]2

KAKB

=-

uuuruuur

 et L celui défini par 
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. M le milieu de [LK].

Le but du problème est de montrer que M, I et J sont alignés et de donner la position de M sur la droite (IJ).

1. Faire une figure.

2. Justifier l’existence du barycentre G de {(A, 1) ; (B, 2) ; (C, 1) ; (D, 2)}. En associant les points de différentes façons, montrer que G appartient aux droites (KL) et (IJ). 

3. Montrer que G et M sont confondus, que M est aligné avec I et J puis donner la position de M sur (IJ).

Correction

1. On a 
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, soit K barycentre de {(A, 1); (B, 2)} et 
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, soit L barycentre de {(C, 1) ; (D, 2)}. 
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2. G barycentre de {(A, 1) ; (B, 2) ; (C, 1) ; (D, 2)} existe car la somme des coefficients n’est pas nulle. 

K barycentre de {(A, 1) ; (B, 2)}  et L barycentre de {(C, 1) ; (D, 2)} donc G est le barycentre de 
{(K, 3) ; (L, 3)}, G appartient à (KL). 

De même G barycentre de {(A, 1) ; (C, 1) ; (B, 2) ; (D, 2)}, soit de {(I, 2) ; (J, 4)}, G appartient à (IJ). 

3. G est le barycentre de {(K, 3) ; (L, 3)}, soit le milieu de [KL], G = M ; il est également sur (IJ) et le barycentre de {(I, 1) ; (J, 2)}.

1-3 :  triangle 1

Soit ABC un triangle et I le milieu de [BC]. Soit G le barycentre de (A, −1), (B, 2) et (C, 2). 

1. Montrer que G appartient à la droite (AI).

2. Soit H le symétrique de A par rapport à B.Montrer que C, G et H sont alignés.

1-4 :  triangle 2

Soit ABC un triangle. On considère :


* le barycentre I de (A ; 2) et (C ; 1) ;


* le barycentre J de (A ; 1) et (B ; 2) ;


* le barycentre K de (C ; 1) et (B ; – 4).

1. Montrer que B est  le barycentre  de (K ; 3) et (C ; 1).

2. En déduire le  barycentre  de (A ; 2), (K ; 3)  et (C ; 1) ;

3. Montrer que J est le milieu de [IK].

1-5 :  pentagone

Soit ABCDE un pentagone tel que 
[image: image7.wmf]BCED
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. Les diagonales (BD) et (CE) se coupent en L.

Soit I le milieu de [AB] et J celui de [AE] ; soit K le barycentre de (A, 2), (B, 1), (C, 1), (D, 1) et (E, 1).

1. Démontrer que les points A, K et L sont alignés.

2. Démontrer que 
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3. En déduire que le point K est le centre de gravité de ABD et de ACE.

1-6 :  parallélogramme

Soit ABCD un parallélogramme, I le milieu de [CD] et E  le symétrique de A par rapport à B. Les droites (AC) et (IB) se coupent en F. Le but de l’exercice est de montrer que les points D, F et E sont alignés.
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Soit G le barycentre de (A, 1), (E, 1), (D, 2)et (C, 2).

1. Montrer que G est l’isobarycentre du triangle BCD. En déduire que les points B, G et I sont alignés.

2. Montrer que les points A, G et C sont alignés. En déduire que les points G et F sont confondus.

3. Démontrer que les points D, F et E sont alignés.

2.  Concours de droites

2-7 :   Triangle 1

Dans un triangle ABC on définit I le barycentre de (B, 2), (C, 1), J le barycentre de (A, 3), (C, 2) et K le barycentre de (A, 3) et (B, 4).

1. Faire une figure.

2. En considérant G le barycentre de (A, 3), (B, 4) et (C, 2), montrer que les droites (AI), (BJ) et (CK) sont concourantes en G.

2-8 :   Triangle 2

Soit ABC un triangle et I, J et K les points définis par : 

I est le milieu de [AB] ; 
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 ; 
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1. Déterminer les coefficients pour lesquels I est le barycentre de (A, a), (B, b), J celui de (A, a’), (C, c) et K celui de (B, b’), (C, c’).

2. Démontrer que les droites (AK), (BJ) et (CI) sont concourantes en G barycentre de (A, 2), (B, 2) et (C, −3).

2-9 :   Triangle 3

Soit ABC un triangle, D et E les points définis par 
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[image: image13.wmf]2

.

5

CECB

=

uuuruuur

 I est le point d’intersection des droites (AE) et (CD) et F celui des droites (BI) et (AC).

On cherche à préciser la position du point F sur (AC).

1. Déterminer les coefficients pour lesquels D est le barycentre de (A, a), (B, b) et E celui de (B, b’), (C, c’).

2. Préciser les coefficients pour lesquels I est barycentre de (A, 
[image: image14.wmf]a

), (B, 
[image: image15.wmf]b

) et (C,
[image: image16.wmf]g

). 

3. En déduire la position du point F sur la droite (AC).

2-10 :   Triangle 4

Soit ABC un triangle, I le milieu de [AC] et D le symétrique de B par rapport à C. Les droites (AD) et (BI) se coupent en G. Enfin, K est le point d’intersection de (AB) et (CG). On veut prouver que A est le milieu de [BK].

1. On considère D et I comme barycentres de 2 sommets du triangle ABC munis de coefficients. Préciser ces coefficients.

2. Déterminer les coefficients pour lesquels G est barycentre de (A,
[image: image17.wmf]a

), (B, 
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) et (C,
[image: image19.wmf]g

). Conclure.

3.  Géométrie Vectorielle 

3-11 :  Parallélogramme

Exercice 1

Soit I le centre d’un parallélogramme non aplati ABCD.

1. Déterminer des coefficients b, c, d pour lesquels I est le barycentre de {(B, b) ; (C, c) ; (D, d)}.

2. Quel est l’ensemble des points G, barycentres des points A, B, C et D affectés des coefficients 
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[image: image23.wmf]l

 est un réel quelconque ?

3. Préciser la valeur de 
[image: image24.wmf]l

 pour laquelle G est un point de (AC).

Exercice 2

ABC est un triangle isocèle (AB = AC). E et F sont deux points du segment [BC]. Les parallèles à (AB) menées par E et F coupent (AC) en G et H respectivement. Les parallèles à (AC) menées par E et F coupent (AB) en I et J respectivement.

1. Montrer que GH = IJ.
2. Quelle condition doivent vérifier E et F pour que (JG) et (IH) soient parallèles ?

Exercice 3

Soit ABCD un parallélogramme. On appelle E le barycentre de (A, 2) et (B, 1), F celui de (B, 2) et (C, 1), G celui de (C, 2) et (D, 1) et H celui de (D, 2) et (A, 1). 

Faire une figure et montrer que EFGH est un parallélogramme.

Exercice 4 (c)

Soit I le centre d’un parallélogramme non aplati ABCD.

1. Déterminer des coefficients b, c, d pour lesquels I est le barycentre de {(B, b) ; (C, c) ; (D, d)}.

2. Quel est l’ensemble des points G, barycentres des points A, B, C et D affectés des coefficients 
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 est un réel quelconque ?

3. Préciser la valeur de 
[image: image29.wmf]l

 pour laquelle G est un point de (AC).

Correction

Soit I le centre d’un parallélogramme non aplati ABCD.

1. Comme I est le milieu de [BD], C ne compte pas et on prend I le barycentre de {(B, 1) ; (C, 0) ; (D, 1)}

2. Ecrivons la relation 
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 et introduisons un des points partout, par exemple A : 
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Le choix de A n’était visiblement pas le plus malin… et la première question peut suggérer de prendre I. En tous cas il semble qu’il faille aboutir à quelque chose du style 
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 est fixe. Appelons 
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 et introduisons K (inconnu) :
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 d’où en choisissant K tel que 
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, on a 
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, c’est-à-dire la droite passant par K et de vecteur directeur 
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. En fait le point K est bêtement le milieu de [AB].
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On peut traiter l’exercice en choisissant un repère : A(0 ; 0), B(1 ; 0), C(1 ; 1) et D(1 ; 1) d’où on tire les coordonnées de G :
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ceci correspond aux équations paramétriques d’une droite passant par K(1/2 ; 0) et de vecteur directeur 
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3. Avec les coordonnées c’est facile puisque la droite (AC) correspond à (y = x). Il faut donc 
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3-12 :   Quadrilatère

Exercice 1

ABCD est un quadrilatère convexe. I est le milieu de [AC], J le milieu de [BD], K est le barycentre de (A, 1) et (B, 2) et L celui de (C, 1) et (D, 2). M est le milieu de [LK]. 

1. Montrez que le barycentre G de (A, 1) ; (B, 2) ; (C, 1) ; (D, 2) est le point M . 

2. Montrez que 
[image: image45.wmf]2
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 et conclure.

Exercice 2

Partie A

Soit 
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, 
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 trois points non alignés du plan.

1. Justifier que les systèmes 
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 admettent un barycentre et qu’il s’agit du même barycentre que l’on notera 
[image: image51.wmf]G

.

2. On note 
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 le milieu de 
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 et 
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 celui de 
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. Montrer que 
[image: image56.wmf](

)

(

)

{

}

bar,3,,2

GIJ

=-

.

3. On note 
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 le milieu de 
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. Montrer que les droites 
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 se coupent en 
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 puis le placer sur une figure.

4. Monter que le quadrilatère 
[image: image62.wmf]ABIG

 est un parallélogramme.

Partie B

1. a. Soit M un point quelconque du plan. Justifier que le vecteur 
[image: image63.wmf]2
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 est un vecteur constant puis montrer que pour tout point 
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 du plan, 
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b. Déterminer et construire l’ensemble 
[image: image66.wmf]G

 des points M du plan tels que : 
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2. a. Déterminer l’ensemble 
[image: image68.wmf]D

 des points M du plan tels que : 
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b. Construire 
[image: image70.wmf]D

.

3-13 :   Alignement

Exercice 1 : droite d’Euler

Soit ABC un triangle quelconque, O le centre du cercle circonscrit à ce triangle (point d'intersection des médiatrices), et G son centre de gravité. Soit H le point défini par 
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1. a. Soit A' le milieu de [BC]. Démontrer que 
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b. Démontrer que les vecteurs 
[image: image73.wmf]AH
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 sont colinéaires.

c. Déduire de a. et b. que AH est une hauteur du triangle ABC.

2. Démontrer que H est l'orthocentre du triangle ABC.

3. Soit M un point quelconque du plan.

a. Démontrer que 
[image: image75.wmf]3
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b. Déduire des questions précédentes que les points O, G et H sont alignés.

Exercice 2

ABC est un triangle de centre de gravité G (isobarycentre de A, B, C). On appelle I le milieu de [BC]. La parallèle à (BC) menée par G coupe (AC) en E. 

1. Faire la figure et construire le point D défini par 
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2.  Montrer que 
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 . Trouver les coefficients a et b tels que E soit le barycentre de (A, a) ; (C, b) .

3. Montrer que B est le barycentre de (A, 1) ; (D, 1).

4. Montrer que I est le barycentre de (A, 1) , (D, 1) et (C, 2). En déduire que les points I, D et E sont alignés. Préciser la position de I sur [DE].

Exercice 3

Dans un triangle ABC, soit E le point défini par 
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 et soit A’ le milieu de [BC].

1. Exprimer le point E comme barycentre des points A et B.


2. Exprimer le point A’ comme barycentre des points B et C.

3. On considère le point I barycentre de (A, 2), (B, 1) et (C, 1). 

a. Montrer que I est le milieu de [AA’]. 

b. Montrer que les points I, E et C sont alignés.


Exercice 4

	ABC est un triangle, J est le milieu de [AC], K celui de [JB], et I le point tel que 
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On se propose de démontrer de deux façons différentes que les points C, K et I sont alignés.

1. A l’aide du calcul vectoriel.

a. Montrer que 
[image: image80.wmf]12
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b. Montrer que 
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c. En déduire que C, K et I sont alignés.

2. A l’aide de barycentres.

a. Exprimer le point I comme barycentre de A et B.

b. En considérant le barycentre de (A ; 1), (B ; 2) et (C ; 1), montrer que C, K et I sont alignés.
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Exercice 5


[image: image83.wmf]ABC

 est un triangle, 
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 est le milieu de 
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, 
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 celui de 
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, 
[image: image88.wmf]I

 est le point tel que 
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 le point tel que 
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Le but de cet exercice est de démontrer que les points 
[image: image92.wmf]A

, 
[image: image93.wmf]K

 et 
[image: image94.wmf]O

 sont alignés.

1. Exprimer 
[image: image95.wmf]I

 comme barycentre de 
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 et 
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 ; exprimer 
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 comme barycentre de 
[image: image99.wmf]A

 et 
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 puis exprimer 
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 comme barycentre de 
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 et 
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.

2. Construire les points 
[image: image104.wmf]O

, 
[image: image105.wmf]I

, 
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 et 
[image: image107.wmf]K

.

3. Montrer que les points 
[image: image108.wmf]A

, 
[image: image109.wmf]K

 et 
[image: image110.wmf]O

 sont alignés.

4.  Dans l’espace
4-14 :   Tétraèdre 1

Soit ABCD un tétraèdre, I le milieu de [AB], J celui de[BC], K le barycentre de (A, 1), (D, 3) et L celui de (C, 1), (D, 3).

Les droites (IC) et (AJ) se coupent en G.

Démontrer que les droites (IL) et (JK) sont sécantes en un point H, milieu du segment [DG].

4-15 :   Tétraèdre 2

Dans un tétraèdre ABCD on considère E le barycentre de (A, −1), (B, 2) et (C, −3) ; F le milieu de [ED], G le barycentre de (A, 1) et (D, 2) et H celui de (B, 2) et (C, −3).  

1. Démontrer que F, G et H sont alignés.

2. Démontrer que B, C, F et G sont coplanaires.

4-16 :  Tétraèdre 3

ABCD est un tétraèdre.

F est le milieu de [AD], G est le centre de gravité de ABC, E est le point du plan BCD tel que BDCE est un parallélogramme.

	1. Vérifier que D est le barycentre de 

(B, 1), (C, 1) et (E, −1).

2. Démontrer l’alignement de E, F et G.  
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4-17 :  Tétraèdre 4

ABCD est un tétraèdre. On définit les points I, J, K et L par : 
[image: image112.wmf]1
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, 
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[image: image114.wmf]1
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[image: image115.wmf]2

3

DLDA

=

uuuruuur

. Soient M le milieu de [AC] et N celui de [BD].

1. Démontrer que les droites (IK), (JL) et (MN) sont concourantes en un point G que l’on déterminera.

2. Soit P le milieu de [CN]. Démontrer que la droite (AP) passe par G et préciser la position de G sur [AP].

3. La droite (BG) coupe la face ACD en Q. Démontrer que Q est sur le segment [DM] et préciser sa position.

4-18 :  Tétraèdre 5 (c)

Dans l’espace, on considère un tétraèdre ABCD. Soit I le milieu du segment [AB] et K celui du segment [CD]. Soit L le point défini par 
[image: image116.wmf]1
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 et J celui défini par 
[image: image117.wmf]1
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Soit G le barycentre de {(A, 3) ; (B, 3) ; (C, 1) ; (D, 1)}.

1. Déterminer le barycentre de{(A, 3) ; (D, 1)} puis celui de {(B, 3) ; (C, 1)}.

2. En associant les points A, B, C et D de deux façons différentes, montrer que G appartient aux droites (IK) et (JL). 

3. En déduire que I, J, K et L sont coplanaires.

Correction

Soit G le barycentre de {(A, 3) ; (B, 3) ; (C, 1) ; (D, 1)}.
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1. Le barycentre de{(A, 3) ; (D, 1)} est évidemment L, celui de {(B, 3) ; (C, 1)} est J (formule magique).

2. G le barycentre de {(A, 3) ; (D, 1) ; (B, 3) ; (C, 1)} est donc celui de {(L, 4) ; (J, 4)} ; il appartient donc à la droite (LJ). 

G le barycentre de {(A, 3) ; (B, 3) ; (D, 1) ; (C, 1)} est donc celui de {(I, 6) ; (K, 2)} ; il appartient donc à la droite (LK). 

3. Les droites (IK) et (LJ) étant sécantes en G, elles sont coplanaires ainsi que I, J, K et L.

4-19 :   Tétraèdre - 6 (c)

On considère le tétraèdre ABCD ; on note I le milieu de [AB] et J celui de [CD].
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1. a. Soit G1 le barycentre du système de points pondérés {(A, 1) ; (B, 1) ; (C, –1) ; (D, 1)}.

Exprimez 
[image: image120.wmf]1
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 en fonction de 
[image: image121.wmf]CD
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. Placez I, J et G1 sur la figure (voir feuille annexe). 

b. Soit G2 le barycentre du système de points pondérés {(A, 1) ; (B, 1) ; (D, 2)}. Démontrez que G2 est le milieu du segment [ID]. Placez G2. 

c. Démontrez que IG1DJ est un parallélogramme. En déduire la position de G2 par rapport aux points G1 et J. 

2. Soit m un réel. On note Gm le barycentre du système de points pondérés 

{(A, 1) ; (B, 1) ; (C, m – 2) ; (D, m)}.

a. Précisez l’ensemble E des valeurs de m pour lesquelles le barycentre Gm existe. 

Dans les questions qui suivent, on suppose que le réel m appartient à l’ensemble E. 

b. Démontrez que Gm, appartient au plan (ICD) 

c. Démontrez que le vecteur 
[image: image122.wmf]m
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est constant. 

d. En déduire l’ensemble F des points Gm lorsque m décrit l’ensemble E. 

Correction
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1. a. G1 est le barycentre de {(A, 1) ; (B, 1) ; (C, –1) ; (D, 1)} = {(I, 2) ; (C, –1) ; (D, 1)} donc 
[image: image124.wmf]1111
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b. G2 : {(A, 1) ; (B, 1) ; (D, 2)} = {(I, 2) ; (D, 2)} = milieu de [ID].

c. On a 
[image: image125.wmf]1

1

2

IGCDJD

==

uuuuruuuruuur

 donc IG1DJ est un parallélogramme. G2 est au milieu des points G1 et J. 

2. Gm barycentre de {(A, 1) ; (B, 1) ; (C, m – 2) ; (D, m)}.

a. Gm existe si la somme des coefficients n’est pas nulle : 
[image: image126.wmf]1122

mmm

++-+=

 ; m doit être différent de 0. 

b. Gm barycentre de {(A, 1) ; (B, 1) ; (C, m – 2) ; (D, m)} = {(I, 2) ; (C, m – 2) ; (D, m)}. Gm, appartient donc au plan (ICD). 

c. 
[image: image127.wmf](
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 d’où on tire que 
[image: image128.wmf]m
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 et est bien constant. 

d. 
[image: image129.wmf]1

mm

mJGCIJGCI

m

=Û=

uuuuuruuruuuuuruur

 donc les points Gm sont sur la droite passant par J et de vecteur directeur 
[image: image130.wmf]CI
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. 

Comme m prend toutes les valeurs réelles sauf 0, 1/m également donc Gm parcourt toute la droite sauf J. 

4-20 :  Cube 1

	Soit ABCDEFGH un cube de côté a et de centre O. Soit I le centre du carré ABCD et J celui du carré EFGH. Soit K le centre de gravité du triangle HFC.

1. Démontrer que O est l’isobarycentre des huit sommets du cube.

2. En déduire que le point O est le milieu du segment [IJ].

3. Démontrer que le point O est l’isobarycentre des quatre sommets du tétraèdre ACFH.

4. En déduire que les points A, O et K sont alignés puis calculer AK en fonction de a.

5. a. Donner les coordonnées de A, B, C, D, E, F, G et H dans le repère (A ;
[image: image131.wmf],,
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) où ces 3 vecteurs sont unitaires et colinéaires respectivement à 
[image: image132.wmf]AB
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[image: image133.wmf]AD

uuuur

 et 
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b. En déduire les coordonnées du point O.

c. Calculer les coordonnées du point K et redémontrer que les points A, O et K sont alignés.

d. Calculer la distance AK en fonction de a.

4-21 :  Cube 2

ABCDEFGH est un cube, I et J sont les centres des faces ABCD et BCGF, K est le milieu du segment [EF]. On considère S la section plane du cube par le plan (IJK).

1. En travaillant dans un triangle adéquat, montrer que la droite (IJ) est parallèle à la droite (AF).

2. a. Montrer que la droite d’intersection du plan (IJK) et du plan (ABF) est parallèle à (AF).

b. En déduire que le milieu L de [AE] est un point de la section S .

3. Tracer ci-dessous la section S en couleur (vous laisserez les traits de construction au crayon papier).
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4-22 :  Cube 3

On considère un cube MNPQRSTU.

I et K sont deux points de la face MNPQ. J est un point de la face QPTU.

1. Justifier que les droites (IK) et (PQ) sont sécantes. On appelle H leur point d'intersection.

2. Dessiner l'intersection du plan (IJK) avec la face QPTU. Vous justifierez votre construction.

3. Dessiner l'intersection du plan (IJK) avec les autres faces du cube sans justifications.
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4-23 :   Cube coupé 

On a dessiné ci-dessous un cube avec un coin coupé. Le but de l’exercice est de tracer la section de ce cube par le plan (Q) parallèle au plan (MNP) et passant par A.

Les arêtes du cube ont pour longueur 8 cm. De plus , on donne: AM = 5 cm, HP = 5 cm et CN = 4 cm. 

1. Expliquer pourquoi l’intersection du plan (Q) et du plan (AEH) est la droite (AH).

2. Tracer alors en couleur la section du cube par le plan (Q).

3. Déterminer les dimensions et les angles du triangle MNP.
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4-24 :  Cône

Soit 
[image: image139.wmf]1
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 trois points de l’espace.

1. a. Déterminer une équation du cône (C)  de sommet O d’axe zz’ et passant par A.

b. Les points B et C appartiennent-ils à (C) ?

2. a. Calculer les longueurs des segments [AB], [AC] et [BC].

b. En déduire que le triangle ABC est rectangle.

4-25 :  Pyramide 1

Tracer en couleur la section plane de la pyramide ci-dessous avec le plan (IJK).
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4-26 :  Pyramide 2

SABCD est une pyramide régulière. Sa base ABCD est un carré de côté a et de centre H. La hauteur [SH] mesure 2a. 

On appelle I le milieu de [SA] et J le milieu de [SC].

On rappelle que, dans une pyramide régulière, toutes les faces latérales sont des triangles isocèles isométriques.

Partie I : Les tracés demandés dans cette partie se feront sur la figure ci-dessous.

1. Dessiner l'intersection du plan (BIJ) avec les faces SAB et SBC.

2. La droite (IJ) coupe le segment [SH] en K. Montrer que (BK) et (SD) sont sécantes. 

3. On appelle L le point d'intersection des droites (BK) et (SD). Dessiner l'intersection du plan (BIJ) avec les faces SAD et SDC.

4. Tracer en rouge la section de la pyramide SABCD par le plan (BIJ).
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Partie II

1. Calculer la longueur AC. En déduire la longueur IJ.

2. Montrer que la longueur SA est égale à 
[image: image144.wmf]32
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3. Calculer, en fonction de a, les longueurs BI et BJ.

4. Déterminer à un degré près la mesure de l'angle 
[image: image145.wmf]¶
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.

5.  Lignes de niveau et lieux géométriques

5-27 :   Paramètre

On donne un rectangle ABCD du plan dont les côtés [AB] et [BC] ont pour longueurs respectives a et b . 

Pour tout réel m non nul, on note Gm le barycentre du systême de points pondérés 

{(A, m) ; (B, −1) ; (C, 1)}.

1. Est-ce que Gm est sur la droite (BC) ?

2. Quel est l’ensemble des points M du plan tels que 
[image: image146.wmf]22
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 ?

3. Quel est l’ensemble des points M du plan tels que 
[image: image147.wmf]MAMBMCa
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 ?

4. Est-ce que l’aire du triangle GmBC dépend de m ?

5-28 :   Carré

ABCD est un carré de centre O, de côté a. G est le centre de gravité du triangle ABC.

1. Montrer que le barycentre H du système {(A, 1) ; (B, 1) ; (C, 1) ; (D, 5)} est le milieu du segment [OD].

2. Calculer, en fonction de a, la distance OD.

3. a. Déterminer et construire l’ensemble E des points M du plan vérifiant : 


[image: image148.wmf]522
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b. Sans nouvelle démonstration, donner la position du barycentre K du système {(A, 1) ; (B, 5) ; (C, 1) ; (D, 1)}.

 c. Déterminer et construire l’ensemble F des points M du plan vérifiant :


[image: image149.wmf]55
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4. a. Calculer, en fonction de a, la distance DG.

b. Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan vérifiant :


[image: image150.wmf]32
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5-29 :   Triangle rectangle

On se donne dans le plan un triangle ABC rectangle en A, tel que AB = 2a et AC = a où a est une longueur donnée.

1. Déterminer et construire l'ensemble E des points M du plan tels que


[image: image151.wmf]2
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2. On désigne par H le point du plan tel que 
[image: image152.wmf]1
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a. Montrer que H est le barycentre des points A, B et C affectés de coefficients que l'on déterminera.

b. On considère l'ensemble des points du plan tels que 
[image: image153.wmf]222
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 . Pour quelle valeur de k cet ensemble contient-il le point A ? Préciser l'ensemble alors obtenu et construisez le.

5-30 :   Lignes de niveau - 1

ABC est un triangle.

1. Construire le barycentre G de (A, 1) ; (B, 2) et (C, 3) ; M étant un point quelconque du plan, exprimer 
[image: image154.wmf]23
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 en fonction de MG.

2. Construire le barycentre K de (A, 8) ; (B, −1) et (C, −1) ; M étant un point quelconque du plan, exprimer 
[image: image155.wmf]8
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 en fonction de MK.

3. Quel est l'ensemble des points M tels que 
[image: image156.wmf]23
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 ? Le construire.

4. Exprimer plus simplement le vecteur 
[image: image158.wmf]23
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. Soit 
[image: image159.wmf]G

 l'ensemble des points M tels que   
[image: image160.wmf]23
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 . Vérifier que C appartient à 
[image: image162.wmf]G

. Déterminer et construire 
[image: image163.wmf]G

.

5-31 :   Lignes de niveau - 2

Soit ABCD un rectangle tel que AB = 3 et BC = 4.

1. Déterminez les coefficients (, (, ( tels que D soit le barycentre du systême (A, () ; (B ; () et (C ; ().

2. Déterminez l’ensemble des points M tels que 
[image: image164.wmf]5
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5-32 :   Lignes de niveau - 3 (c)

Soit ABC un triangle isocèle du plan tel que AB = AC. On note I le milieu de [BC] et on donne AI = 4a, BC = 2a, a réel strictement positif. Pour la figure on prendra a = 2 cm.

1. On note G le barycentre du système 
[image: image165.wmf]{

}

(,2);(,1);(,1)

ABC

. Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan tels que 
[image: image166.wmf]22
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2. k étant un nombre réel, déterminer l’ensemble des points M du plan tels que 
[image: image167.wmf]2222

2

MAMBMCka

++=

 (on discutera suivant les valeurs de k).

3. On prend a = 1 et on construit un repère du plan de centre I, de sorte que les vecteurs de base soient 
[image: image168.wmf]iIC
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Déterminer les coordonnées de A, B, C et G. Retrouver alors les réponses du 1. et du 2.

Correction


[image: image170.wmf]G



A





I



C



B


1. G est le milieu de [AI] ;

on a 
[image: image171.wmf]24
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 ; on a donc 
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 ; c’est le cercle de centre G, de rayon 2a.

2. On développe et on réduit :
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On cherche donc l’ensemble des points M tels que 
[image: image175.wmf]22222

16

416

4

k

MGakaMGa

-

æö

+=Û=

ç÷

èø

. Lorsque k < 16, cet ensemble est vide ; lorsque k = 16, cet ensemble est réduit au point G ; lorsque k > 16, cet ensemble est le cercle de centre G, de rayon 
[image: image176.wmf]16
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3. A(0 ; 4), B(−1 ; 0), C(1 ; 0), G(0 ; 2).

On prend un point M(x ; y) et on remplace :
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d’où 
[image: image179.wmf]22
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, soit le cercle de centre G, de rayon 2.

Pour le 2. c’est pareil évidemment…

Ligne de Niveau - 4 (c)

On se donne dans le plan un triangle ABC rectangle en A, tel que AB = 2a et AC = a où a est une longueur donnée.

1. Déterminer et construire l'ensemble E des points M du plan tels que
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2. On désigne par H le point du plan tel que 
[image: image181.wmf]1
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a. Montrer que H est le barycentre des points A, B et C affectés de coefficients que l'on déterminera.

b. On considère l'ensemble des points du plan tels que 
[image: image182.wmf]222
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 . Pour quelle valeur de k cet ensemble contient-il le point A ? Préciser l'ensemble alors obtenu et construisez le.

Correction

1. On introduit le barycentre G de (A ; 1), (B ; 1) et (C ; −1) dans 
[image: image183.wmf]MAMBMC
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[image: image184.wmf]MG
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 ; pour construire G on prend I, milieu de [AB] d’où G est le barycentre de (I ; 2), (C ; −1), soit avec la formule magique : 
[image: image185.wmf]1
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De l’autre côté la somme des coefficients est nulle, on a donc un vecteur constant : 
[image: image186.wmf]22
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. Comme on le voit facilement sur la figure, la longueur de ce vecteur est celle de BC, soit 
[image: image187.wmf]5
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L'ensemble E est donc tel que 
[image: image189.wmf]5
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, c’est le cercle de centre G, de rayon BA.

2. a. 
[image: image190.wmf]1
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. Donc H est le barycentre de (A ; 3), (B ; −1) et (C ; −4)  ou encore (A ; −3), (B ; 1) et (C ; 4).

b. On introduit H dans 
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Il reste à calculer les longueurs HA, HB et HC et à conclure. On a évidemment 
[image: image193.wmf]5
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Mais ici on demande la valeur de k pour laquelle A est un point M, il suffit alors de remplacer M par A :


[image: image196.wmf]222222222

3434448

MAMBMCkAAABACkkaaa

-++=Þ-++=Û=+=

.

D’après ce qu’on a obtenu précédemment l’ensemble cherché est un cercle de centre H et de rayon 


[image: image197.wmf](
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.

C’est donc le cercle de centre H passant par A et B.

5-33 :  Ligne de Niveau - 5

A, B et C sont trois points non alignés tels que AB = AC = 5 et BC = 4. I est le milieu de [BC]. J est défini par 
[image: image198.wmf]2

BJBC
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.

G est le barycentre de (A ; 1), (B ; 3) et (C ; –2).

1. Exprimer le point J comme barycentre des points B et C.

2. a. Montrer que G est le barycentre des points A et J.

b. En déduire la position de G sur le segment [AJ].

3. a. Exprimer, pour tout point M du plan, le vecteur 
[image: image199.wmf]32
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 en fonction de 
[image: image200.wmf]MG
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.

b. Exprimer alors en fonction d’une seule distance la norme 
[image: image201.wmf]32

MAMBMC
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.

c. Déterminer l’ensemble 
[image: image202.wmf]G

 des points M tels que : 
[image: image203.wmf]32
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.

d. Tracer l’ensemble 
[image: image204.wmf]G

.

4. a. Déterminer l’ensemble 
[image: image205.wmf]D

 des points M tels que : 
[image: image206.wmf](32)0
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.

b. Justifier que le point I appartient à l’ensemble 
[image: image207.wmf]D

  puis tracer l’ensemble 
[image: image208.wmf]D

.

5. a. Calculer 
[image: image209.wmf]BABJ

×

uuuruur

.

b. En déduire 
[image: image210.wmf]·

cos

ABJ

.

6. K est le milieu de [AB]. Calculer la longueur JK.

5-34 :  Ligne de Niveau - 6

Soient A et B deux points du plan tels que AB = 8 cm. On appelle I le milieu de [AB].

1. a. Construire le barycentre G des points (A, 5) et (B, 3).

b. Déterminer l’ensemble (E) des points du plan tels que 
[image: image211.wmf]5316
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. Tracer cet ensemble (E).

2. a. Construire le barycentre H des points (A, 5) et (B,  – 3).

b. Déterminer l’ensemble 
[image: image212.wmf]G

 des points du plan tels que 
[image: image213.wmf](
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. Tracer cet ensemble 
[image: image214.wmf]G

.

5-35 :  Ligne de Niveau - 7

ABC est un triangle rectangle en A tel que AB = a et AC = 2a.

I désigne le milieu de [AC] et G est le barycentre du système {(A ; 3) ; (B ; 2) ; (C ; 1)}.

1. Construire le point G et préciser la nature du quadrilatère ABIG. Exprimer en fonction de a les distances GA, GB et GC.

2. À tout point M du plan, on associe le nombre réel :

f (M) = 3MA MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
  2MB MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
 + MC MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
.

a. Exprimer f (M) en fonction de MG et de a.

b. Déterminer et construire l'ensemble (
[image: image215.wmf]G

) des points M du plan tels que : f(M) = 2a MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
.

3. À tout point M du plan, on associe maintenant le nombre réel : 

h(M) = 3MA MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
  2MB MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
  MC MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
.

a. Démontrer qu'il existe un vecteur
[image: image216.wmf]U

r

non nul tel que : h(M) = 
[image: image217.wmf].

MBU

r
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 2a MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
.

b. On désigne par (
[image: image218.wmf]D

) l'ensemble des points M du plan tels que : h(M) = 2a MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
2 MACROBUTTON HtmlDirect <<Unknown HTML Tag>>
.

Vérifier que les points I et B appartiennent à (
[image: image219.wmf]D

), préciser la nature de cet ensemble. Construire (
[image: image220.wmf]D

).

4. (
[image: image221.wmf]D

) et (
[image: image222.wmf]G

) sont sécants en deux points E et F. Montrer que les triangles GEC et GFC sont équilatéraux.

5-36 :  Ligne de Niveau - 8

ABC est un triangle du plan tel que 
[image: image223.wmf]10

ABcm

=

, 
[image: image224.wmf]12

BCcm

=

 et 
[image: image225.wmf]14

ACcm

=

 et 
[image: image226.wmf]I

, 
[image: image227.wmf]J

 et 
[image: image228.wmf]K

 sont tels que :


[image: image229.wmf]2
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, 
[image: image230.wmf]1
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 et 
[image: image231.wmf]4
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. On note L le milieu de
[image: image232.wmf][

]

AB

.

1. Faire un schéma et construire I, J, K et L.

2. Exprimer :

I comme barycentre de A et B ;

J comme barycentre de C et B ;

K comme barycentre de C et A.

3. En utilisant H le barycentre de
[image: image233.wmf](
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ABC
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où 
[image: image234.wmf]a

, 
[image: image235.wmf]b

 et 
[image: image236.wmf]g

 sont des réels que vous choisirez convenablement, montrer que les droites
[image: image237.wmf](

)

(

)

(

)

,et

AJBKCI

sont concourantes.

4. Question de cours : Montrer que si a, b et c sont des réels de somme nulle alors le vecteur 
[image: image238.wmf]aMAbMBcMC
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 est un vecteur constant, c’est-à-dire ce vecteur ne dépend pas du point M.
2. Déterminer et représenter les ensembles de points suivants avec des couleurs différentes :

a. Ensemble
[image: image239.wmf](
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 des points M du plan tels que
[image: image240.wmf]32445
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. 

b. Ensemble
[image: image241.wmf](
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 des points M du plan tels que
[image: image242.wmf]3244,54,5
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.

c. Ensemble
[image: image243.wmf](
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 des points M du plan tels que
[image: image244.wmf]324
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est orthogonal à 
[image: image245.wmf]MAMB
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.

d. Ensemble
[image: image246.wmf](
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 des points M du plan tels que 
[image: image247.wmf]324325
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. Pour construire 
[image: image248.wmf](
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x

, on déterminera un point de la figure appartenant à 
[image: image249.wmf](

)

4

x
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5-37 :  Rectangle

Soit ABCD un rectangle.

1. Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que 
[image: image250.wmf]3

MAMBMCMD
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.

Pour cela, on introduira I le milieu du segment [AB] et K le barycentre de (C, 3) et (D, −1).

2. Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que 
[image: image251.wmf]MAMBMAMB

+=-

uuuuruuuuruuuuruuuur

.

Vérifier au préalable que A et B sont dans cet ensemble. 

5-38 :   Produit scalaire

Soit A et B deux points distincts du plan.  

1. Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que (
[image: image252.wmf]MAMB

+

uuuuruuuur

).(
[image: image253.wmf]MAMB

-

uuuuruuuur

) = 0

- en développant le produit scalaire.

- en introduisant le milieu I de [AB].

2. Déterminer l’ensemble E des points M du plan tels que (
[image: image254.wmf]2

MAMB
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).(
[image: image255.wmf]2

MAMB
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) = 0

On pourra introduire I le barycentre de (A, 1), (B, 2) et J le barycentre de (A, 1), (B, −2).

3. Démontrer que M appartient à E si et seulement si MA = 2MB.

5-39 :  Triangle équilatéral 1

ABC est un triangle équilatéral de côté 5 cm.

1. Construire G le barycentre de (A, 1), (B, −1) et (C, 1) et prouver que ABCG est un parallélogramme.

2. Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que 
[image: image256.wmf]53

2

MAMBMC
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.

3. Vérifier que le milieu de [AC] appartient à cet ensemble et le tracer.

5-40 :  Triangle équilatéral 2

ABC est un triangle équilatéral de côté a. 

Soit E l’ensemble des points M du plan tels que 
[image: image257.wmf]24
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.

1. Prouver que le point B appartient à E.

2. Démontrer que le vecteur  
[image: image258.wmf]2

MAMBMC
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 est indépendant du choix de M.

3. Soit G le barycentre de (A, 1), (B, −4) et (C, 1). Prouver que GM = 
[image: image259.wmf]3

2

a

 et en déduire la nature de E puis tracer E.

6.  Divers
6-41 :  Triangle

Soit ABC un triangle, I le barycentre de (B, 1), (C, 2), J celui de (A , −3), (C, 2) et K celui de (B, 1), (A, −3).

Démontrer que les droites (AI), (BJ) et (CK) sont parallèles.

6-42 :  Parallélogramme

Soient A, B, C et D les points de coordonnées respectives (3 ; 3), (−1 ; −1), (−2 ; −3) et (3 ; −3).

1. Déterminer les coordonnées du point E tel que BCDE soit un parallélogramme.

2. Déterminer les coordonnées du barycentre G des points (A, 2), (B, 1), (C , 1), (D, 1) et (E, 1).

3. Soit L le centre du parallélogramme BCDE.

a. Démontrer que A, G et L sont alignés.

b. Démontrer que 
[image: image260.wmf]0
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.

c. Que représente le point G pour le triangle ABD ? et pour le triangle AEC ?

4. a. Déterminer les coordonnées de I milieu de [AB] et J milieu de [AE].

b. Démontrer l’alignement de I, G et D et celui de C, G et J.

6-43 :  Cercle circonscrit

Soit ABC un triangle quelconque et A’, B’ et C’ les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB]. Soit O le centre du cercle circonscrit à ce triangle et G son centre de gravité. Soit H le point défini par 


[image: image261.wmf]OHOAOBOC

¾¾®¾¾®¾¾®¾¾®

=++

.

1. a. Démontrer que 
[image: image262.wmf]2'
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.

b. Démontrer alors que les vecteurs 
[image: image263.wmf]AH

uuuur

 et 
[image: image264.wmf]'

OA

uuuur

 sont colinéaires.

c. En déduire que (AH) est une hauteur du triangle ABC puis que H est l'orthocentre du triangle ABC.

2. a. Soit M un point quelconque du plan. Démontrer que 
[image: image265.wmf]3

MGMAMBMC
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.

b. Déduire des questions précédentes que les points O, G et H sont alignés. La droite formée par ces trois points est appelée droite d’Euler.

3. Soient A’’, B’’ et C’’ les symétriques respectifs de A, B et C par rapport à O. Soit P le milieu de [HA’’].

a. Montrer que 
[image: image266.wmf]''2'
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.En déduire que P = A.

b. Déterminer les symétriques de H par rapport à A’, B’ et C’.

c. Montrer que ces points se trouvent sur le cercle circonscrit au triangle.

6-44 :  Hauteurs - 1 (c)

Soit ABC un triangle ayant ses angles aigus et A’, B’ et C’ les pieds respectifs des hauteurs issues de A, B et C.

1. Prouver que 
[image: image267.wmf]$
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.

2. En déduire que A’ est le barycentre de (B, tan
[image: image268.wmf]$

B

) et (C, tan
[image: image269.wmf]µ

C

).

3. Quel est le barycentre du système de points (A, tan
[image: image270.wmf]µ

A

), (B, tan
[image: image271.wmf]$

B

) et (C, tan
[image: image272.wmf]µ

C

) ?

Correction


[image: image273.wmf]
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1. Regardons les triangles rectangles où apparaît 
[image: image274.wmf]$

B

 : AA’B n’est pas mal, ce qui donne 
[image: image275.wmf]$
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 ; de même 
[image: image276.wmf]µ

C

 apparaît dans AA’C et 
[image: image277.wmf]µ
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 d’où 
[image: image278.wmf]$

µ

tan'''

.

'''

tan

BAAACAC

ABAAAB

C

==

.

2. En faisant le produit en croix on a 


[image: image279.wmf]$
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.

On passe aux vecteurs car les points sont alignés et le signe − apparaît car les vecteurs sont opposés.

Cette relation caractérise donc le fait que A’ est le barycentre de (B, tan
[image: image280.wmf]$

B

) et (C, tan
[image: image281.wmf]µ

C

).

3. Avec le barycentre partiel on peut dire que le barycentre de (A, tan
[image: image282.wmf]µ

A

), (B, tan
[image: image283.wmf]$

B

) et (C, tan
[image: image284.wmf]µ

C

) est celui de (A, tan
[image: image285.wmf]µ

A

), (A’, tan
[image: image286.wmf]$

B

+tan
[image: image287.wmf]µ

C

) ; il appartient donc à la droite (AA’). Le raisonnement fait ici avec (AA’) peut se reproduire à l’identique avec (BB’) et (CC’). Notre barycentre est donc à l’intersection des trois hauteurs, c’est H.

6-45 :  Hauteurs - 2 (c)

On considère un triangle isocèle ABC de côtés BC = 2a, AC = AB = 3a, a étant un réel strictement positif. On note A’ le milieu de [BC] et H l’orthocentre du triangle.

1. Soit 
[image: image288.wmf]a

 une mesure de l’angle 
[image: image289.wmf]·

BAC

. Montrer que 
[image: image290.wmf]7

cos
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.

2. Soit B’ le projeté orthogonal de B sur la droite (AC). Calculer 
[image: image291.wmf]'

'

BA

BC

. En déduire deux réels u et v tels que B’ soit le barycentre du système 
[image: image292.wmf]{
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.

3. En s’aidant de la deuxième question, déterminer trois réel a, b, c tels que H soit le barycentre du système 
[image: image293.wmf]{
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. 

Correction


[image: image294.wmf]
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BC = 2a, AC = AB = 3a 

1. Un petit coup d’Al-Kashi donne immédiatement : 


[image: image295.wmf]·
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2. Le calcul de 
[image: image296.wmf]'
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 revient à celui de 
[image: image297.wmf]'
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 puisque les vecteurs 
[image: image298.wmf]'
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 et 
[image: image299.wmf]'

BC

uuuur

 sont de sens contraire.

Dans le triangle ABB’ on a 
[image: image300.wmf]'77
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 ; comme 
[image: image301.wmf]''

ACABBC
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 on a 
[image: image302.wmf]72
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. On a donc 
[image: image303.wmf]'7/37
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Evidemment les valeurs algébriques ne sont que la traduction des vecteurs correspondants : 
[image: image304.wmf]'7
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 et donc B’ est le barycentre du système 
[image: image305.wmf]{
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.

3. Comme la figure est symétrique par rapport à (AA’) et que (AA’) est une hauteur, il faut que b = c : dans ce cas on a H barycentre de 
[image: image306.wmf]{
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, soit celui de 
[image: image307.wmf]{
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 et H est sur (AA’). 

Par ailleurs H est sur (BB’), donc il faut regrouper 
[image: image308.wmf]{
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 en B’, il suffit donc de prendre 

H = barycentre de 
[image: image309.wmf]{
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.

6-46 :   Bissectrices (c)

Soit ABC un triangle avec AB = c, AC = b et BC = a. Soient  A’, B’ et C’ les pieds respectifs des bissectrices intérieures issues de A, B et C.

On rappelle que tout point de la bissectrice (AA’) est équidistant des côtés (AB) et (AC).

1. Donner deux expressions de l’aire du triangle AA’B.

2. Donner deux expressions de l’aire du triangle AA’C.

3. En déduire l’égalité 
[image: image310.wmf]'

'

ACb

ABc

=

.

4. En déduire que A’ est le barycentre de (B, b) et (C, c).

5. Quel est le barycentre du système de points (A, a), (B, b) et (C, c) ?

Correction


[image: image311.wmf]
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1. Rappelons que l’aire d’un triangle est 
[image: image312.wmf]2

basehauteur
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 et que la hauteur s’obtient avec le sinus : 


[image: image313.wmf]
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On a ici 
[image: image314.wmf]µ
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 ou 
[image: image315.wmf]$
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2. De même on a 
[image: image316.wmf]µ

µ

11

(')'.sin'.sin

22

AireAACAAACACAACC

==

.

3. De la première égalité on tire 


[image: image317.wmf]$
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et de la deuxième 


[image: image318.wmf]µ
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 d’où 
[image: image319.wmf]µ
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. Enfin grâce à la formule des sinus on a : 
[image: image320.wmf]$
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4. En faisant le produit en croix on a 
[image: image321.wmf]''.'.'.'.'0
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.

On passe aux vecteurs car les points sont alignés et le signe − apparaît car les vecteurs sont opposés.

Cette relation caractérise donc le fait que A’ est le barycentre de (B, b) et (C, c).

5. Avec le barycentre partiel on peut dire que le barycentre de (A, a), (B, b) et (C, c) est celui de (A, a), (A’, b+c) ; il appartient donc à la droite (AA’). Le raisonnement fait ici avec (AA’) peut se reproduire à l’identique avec (BB’) et (CC’). Notre barycentre est donc à l’intersection des trois bissectrices, c’est P.
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